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Beiträge zu der Lehre von der Luftelectricität. 


Von 
Eduard Riecke. 


I Ueber die Zerstreuung der Electricität in abgeschlosse- 
nen Räumen. 


Vorgelegt in der Sitzung d. K. Ges. d. Wiss. vom 24. Januar 1903. 


In der ôffentlichen Sitzung der K. Ges. d. Wiss. am 15. Nov. 
des vergangenen Jahres habe ich über ,,neuere Anschauungen der 
Electricitätslehre mit besonderer Beziehung auf Probleme der Luft- 
electricität"“ gesprochen. Der allgemeine Theïl des Vortrages betraf 
die Gegenstände, die ich in meinem Lehrbuche der Physik (II. Auf.) 
im achten Buche des zweiten Bandes behandelt habe; der specielle 
Theïl beschäftigte sich mit Anwendungen der allgemeinen Theorie 
auf einzelne Fragen der luftelektrischen Forschung; er beruhte 
auf Rechnungen, zu denen ich eben durch die Ausarbeitung des 
Vortrages veranlaft worden war. Ich hatte ursprünglich die Ab- 
sicht, jene Rechnungen in Anmerkungen zu dem Vortrage zu ver- 
ôffentlichen. Da aber der wesentliche Inhalt des Vortrages an 
anderer Stelle erscheinen wird, so ziehe ich vor, jene Rechnungen 
in selbständiger Weise hier mitzutheilen. 


1. Grundgleichungen der Theorie der Zerstreuung. 
Die Dichte der positiven Ionen in dem den Zerstreuungskôrper um- 


gebenden Luftraum sei \, die der negativen N: die geordneten 
Geschwindigkeiten der Ionen, wie sie durch äussere Kräfte oder 
durch Concentrationsunterschiede erzeugt werden, seien à und q, 
ibre Componenten nach den Axen eines rechtwinkligen Coordina- 


+ + + - — —- A 
tensystems q,, 9, g, und g. 9, 9. Die Zahl der Ionen, welche 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Mathem.-phys. KI. 1908. Heft 1 
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in einem cem in jeder Sekunde neu entstehen, sei g, die Zahl der 


in derselben Zeit durch Wiedervereinigung verschwindenden aNN. 
Dann ergeben sich die Gleichungen : 


oN O(Ng.) , O(N,9,). o(N.9)) + 
es COLOR QU RAQUT 0 NN 
on 4 | œ Ôy Fine dé + Er 


oN M) , 2%) | aûs 9.) 
Œ — TS ÉAUET TE 

Die in Betracht kommende äuBere Kraft sei eine elektrische, 
welche von der Ladung eines Zerstreuungskôrpers und von der 
verschiedenen räumlichen Dichte der positiven und der negativen 
Ionen erzeugt wird. Ihre Componenten seien %,., 3, ®,; die ab- 
soluten Beweglichkeiten der Ionen seien U und PV, ihre Diffusions- 


koëfficienten % und #, » bezeichne die Lichtgeschwindigkeit. 
Dann ist: 


«aq aNN. 


Substituiren wir diese Ausdrücke in den vorhergehenden Glei- 
chungen so ergiebt sich: 


+ 
_ = —vUdiv(NG)+ÉAN + g—0NN, 
E —  yVdiv(Nÿ)+F2N+q—aNN. 


Die Ladung des Ions, das elektrische Elementarquan- 
tum in elektrostatischem Maañe sei e; die Componenten der in 
demselben MaaBe gemessenen galvanischen Strômung seien 
Cu y © Dann gelten noch die Beziehungen : 


divÿ — 4xe(N—N) 
+ — Ô ++ —- 
ev(UN + VN)S.— 8 SGEN —EN) = 


2, Der Sättigungsstrom. Wir betrachten einen schalen- 
fôrmigen Raum der zwischen einem inneren positiv geladenen Con- 
duktor und einem äuBeren zur Erde abgeleiteten eingeschlossen 
ist. Das Volumen des Hohlraumes sei &; dann entstehen in ihm 
in einer Sekunde qg® positive und ebensoviel negative Ionen. Wir 


1* 
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setzen voraus, daf die Ionen in dem elektrischen Felde so schnell 
verschoben werden, daf der Jonenverlust durch Wiedervereinigung 
und durch Diffusion vernachlässigt werden kann. Sobald ein sta- 
tionärer Zustand sich eingestellt hat, müssen alle in einer Se- 
kunde entstandenen ‘positiven lonen in derselben Zeit durch den 
äuferen, alle negativen Ionen durch den inneren Conduktor ab- 
geschieden werden. Die Dichte der negativen Ionen an der Ober- 
fläche des inneren Conduktors sei N, ihre Geschwindigkeit in der 
Richtung der inneren Normale g;; ebenso sei die Dichte der po- 
sitiven Ionen an der äuferen Oberfläche N , ihre Geschwindigkeit 


in der Richtung der äuferen Normale g.: dé, und do, seien Ele- 
mente der Oberflächen. Dann ergeben sich die Gleichungen: 


Er frac Fr [ado 


Die Mengen von negativer und von positiver Electricität, die 
in einer Sekunde an den inneren und an den äuBeren Conduktor 
abgegeben werden, sind gleich sq. Bezeichnen wir durch © den 
in elektrostatischem Maafe gemessenen Sättiguugsstrom, s0 
ist : 


= 8Qq — JET g,d6, = e [À ü, do. 
Ist die Dichte der negativen Ionen an der Oberfläche des inneren 


Conduktors konstant, so ist 6 — eN,/ @ de, Die elektrische Kraft 
an der Oberfläche des Conduktors sei #,; dann ist % = vV$,, und 


C'—= v VEN, [ Sd, 
€ — 4xvVseN, 


wenn e die Ladung des innerenConduktors bezeichnet. 
Umgekehrt ergiebt sich: 
_ G . 
D TryVec! 
die Dichte der Jonen ist der Ladung des Conduk- 
tors umgekehrt proportional. 
8. Der Fall kugelfôrmiger Conductoren. Die beiden 
im Vorhergehenden betrachteten Conduktoren seien koncentrische 
Kugeln von den Halbmessern r, und r,. Alle in den Gleichungen 
enthaltenen veränderlichen Grôfen sind dann Funktionen des 
Abstandes r von dem gemeinsamen Mittelpunkte der beiden Kugeln. 
1* 
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Bei Vernachlässigung der Diffusion ergeben sich die 
Gleichungen : 
div $ — Ane(N—N), 
(UN + VN)3 — 
Daraus folgt 


+ C V__ Sdiv 
APE an UN On D Cet 
e DA are 


Es eÇU+V) U+V Are 
Substituiert man diese Werthe in den Gleichungen: 
g = vUdiv(NS) — —»Vdiv (NS), 


s0 ergiebt sich die Differentialgleichung zur Bestimmung von % : 


div (G div) — 4reg TE 
Nan ist: 
avg = 5 + À, 


. : 2 341% dE 
div av = ++ TE 


| 


Wir erhalten also für den Fall des Sättigungsstromes die (Glei- 
chung : 
. GCdRuN de ce. V 
as tra tr t) vUV' 
Das allgemeine Integral ist: 


* AneqU+V, D, D: 
Ÿ Sn Fo. vUV r? + = nSAMETÉ 


wo b, und b, Integrationskonstanten sind. Zu ihrer Bestimmung 
verwenden wir in erster Linie die Bedingung, daf die Dichte 


À, der positiven Jonen an der Oberfläche der inneren Kugel gleich 
Null sein muf. Man hat dann: 


sn rers iles + Li (div D) 
_ ev(U+ V)Y,  U+V Axe ? 
v alt U (div) 


Rp 7 D en 
Die Verbindung beider Gleichungen giebt: 


| 
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ns hante Send ftp) sé Vire 
PNR ele) HT 
Nun ist: 
C = Anric,, D, = 7.2) 


…— 


somit: 
TILL 
f  Axev Ve) 


in Uebereinstimmung mit dem in dem vorhergehenden Abschnitt 
gefundenen Werthe. 

Eine zweite Bedingung, welcher die Constanten b, und b, 
genügen müssen, ist die, daB an der Oberfläche der inneren Kugel 
Dr : sein mul. 

i 
Daher ergeben sich zur Berechnung von b, und à, die beiden 


Gleichungen : 


Le a a Aneq U+V, 
ra r'amb SAUT LE 
LE nm 11008 Up, 
Dr. vr, 83 vUV ‘: 


Daraus folgt: 


2Gr? 4xeq Lite 
3vV 9 UV” 


© 
| 

C2 
+ 


dv — Fr À 4neq U+V "(1 a 


” 3»r r° 9  vUV r° 
: 2° GE TEY ait r 
8 divÿ — ar g'(1 -5), 
Ÿ =. 1 q r; À = Ç 1 q Tr; 
is 3,0 (+) 5 T0 #) 


Die Bedingung dafür, dafi an der Oberfläche der äuBeren 
Kugel N, gleich Null wird, ist darnach: 


O E = + ag(ri—rt) = 699, 
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in Uebereinstimmung mit dem früher Gefundenen. Benutzen wir 
diese Beziehung, so ergiebt sich 


8 eU& ra 
(I) g En: SR r ; 
2, 68 ra" }: 


4 Theorie einer nicht ganz gesättigten Strômung. 
Die allgemeinen Gleichungen 


L 


NN = LS 


Are ? 


+ — Ô ++ ——- 
ev(UN+VN)Y, = c+e 5x ŒN—IN), 


geben 
0 (4 V  %,.div 1 LOS mn 
D CUP) UV de VelUrP) dé M 
EN — o U  %.divz 1 


ve (D LV) OUT Gretl in ŒN—EN) 


Da im stationären Zussande dive — 0 ist, so folgt: 


div(ND) = ep ED + ET ÉIN EAN), 
eee ne Gran quir 1 


CET Dr Era A ETU En à EAN — HAN). 
Substituiert man diese Werthe in den Gleichungen: 
vUdiv (NS) = q—aNN+KAaN, 
—yVdiv(NS) = 4—aNN+ AN, 
so ergiebt sich: 
div (Gdiv) = 409 TT deu DEP NN 


UV vUV 
me _ 
due k+k + _ 
ESA D+V (AN+ AN). 

Zur Berechnung der Ionendichten erhält man die Formeln: 

s P_ div 1 
= ev(U+V) TT+7 U+V Axe v(U+V) ñ ŒN— EN), 

de C U_ Gdivs 1 


CUT V) U+V ee UP) dr 7 AN —E) 


, M À 
re pes 
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In den mit «, mit Ë und mit # multiplicierten Gliedern 
setzen wir an Stelle von N und N die Werthe 


RL nr Of din, -) PAS (5 
= pe St AA 1), 


welche sich aus der Theorie des Sättigungsstromes ergeben. Wir 
erhalten dann die Gleichungen: 


ag. 6 ag NE Tr DEP 
dr? ‘r dr +38  . vUV use vUV NN 
Sne k+k 
er. VUE FRS dre “er bete à PE 
nl NE Pipe (UE F) dr No 
NY : Dove 3 den ERA à ju —EN,) 


—er(O+P) U+T de ly(U+V) dr 
Zur Integration setzen wir: 


st STE U+V 
D 90 PUF HE 


Zur Berechnung von ®, und ®, benützen wir die Gleichungen : 


do 1 d®, 


L ip] dd @ 
d®D, 4 d®, LES EEE 
EPL dE Bnea Ur" NM 
ne À 2 PF 
v U+V rat V) 
Daraus folgt : 
+ _ 
8 if D AT Bus k+k 3 T 
®, — 7 EU Ty PNNâr+- Dr SA(N,+N,)dr, 
8 ETS A ERA Bne HE fe es 
D, =  TEù AE N,N, dr — By UV r'A(N,+N,) dr. 
Nan ist: 
a 1 d% Axeq U+V 39, 
ONU RE MES dr 4 EUR | a! 


somit : 
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ÀS = uen + +algt+ Se Tr 
+500 ar EH, 

rte Peer ee 
ET à ÉX,—EN). 


An der Oberfläche der inneren Kugel gelten die Gleichungen: 


< 8 LAC A 
RU > UE CU RU Hurrs UF or. 


+7 ar EH) 


No Re ts et VObE er SUD 
Gp) ev(U+V) 3vV  Bre U+V r? 


Sn LT Pa 
CU) (es (EN, En) 


Ihre Verbindung giebt : 


und 


= 1 d 2 
GB = + pe OR). 
AuBerdem gilt für r — ;, die Gleichung %? — L ; 
€ ___ 4xeg U+V , di ©: 
solide DE RE 
Für ® und ®{ ergeben sich daher die Werthe: 
sus Bree, : Bxsg U+V Bne:s ,| d'URRR ES 
PU RE D CUP dan ri ER) 


D, = e°+ 


4 


Bxr?c, à Aneq U+V r Be F 
8v V d HUF ‘Vs 


Wir setzen A 


a LE, — EN O 


+ _ 
8 U+V GRR: Bne k+k f + - 
— D! r? A RUES, 2 
D, = D— Z Tea SUV BN, N\, dr + 3 UV . r'A(N,+N,) dr. 
ile 
hs. U+V " - Bne k+k 5 
D, = D+— 3 TE UV J r X, Ndr—-ÿ UF J. A(N, +. N.) dr. 
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Mit Hülfe dieser Werthe ergiebt sich zunächst: 


Li 1 r°C—ric, r a 1 " 
AUTANT TN LL re À, Rar 
1 1 TRE 
+ = 
V(R+k) 1 PT a 
PUU+PŸ IAE UE I 
LUN ut Ce ue TUE” r( A ai ee 
7" ev(U+V) Po a mb Non) Type ;, 


+-cen ra CH) ŒN 45) | 
nc DEN "| - UETE PA(N,+N)dr. 


Die Ausdrücke vereinfachen sich zunächst dadurch, daB im 
stationären Zustande r’c — r?c, sein muB. Soll ferner für r —r, 
die Dichte der negativen Ionen gleich Null sein, so erhält man 
nach einer kleinen Umformung : 


r, È 
lt 2 Lx (2) nee [ NN. Ndr 


ur 


Are die rar tee 
{ra dE] + 0n[- 6,50] | 


AUxr 
as _ 
UV(k+k) ve — 
QUE TA ; r'A(N,+N) dr. 
Nan ist: 
+ 
es ne Ale AN, PL 
AMEN). = + (r dr dr ), 
somit : 


+ _ 
ae ART |aN,, aN, aN, aN, 
fl P'A(NtEN) dr — | dr ‘à dr ]- n[$ dr re dr me. 


Ti 


Mit Benützung dieser Werthe ergiebt sich: 


Anric, = & neq (ri — 1?) — 4nea 7° À, N, dr 
ri 


e + 
Es aN, à Es 
+de rt TE er k . }+ 
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Bezeichnet man den Sättigungsstrom mit €,, den wirklich 
beobachteten Strom mit €, so wird: 


(I) anse [°° r :N N, dr = 6, Sd fe TE ni (à }}- 


dr 
ur 


Die Ausdrücke für die Ionendichten künnen auf die folgende 
Form gebracht werden: 


Àg — "li 1-2 À, Nar 
.aù 


ul) 


% Lulu me) , 4N 
vV r° À dr }, dr 
Die Rechnungen werden dadurch erleichtert, daB man in allen 
Gliedern, die mit « oder mit 4 multipliciert sind, an Stelle von 
ÿ den Werth %  — . setzen kann. Zur Bestimmung von « er- 
hält man dann die Gleichung: 


+ _ 
Ta a 4 
Area f FN, N,dr = € Lg 4% EH rtr. 
T, 


Für die durch Diffusion bedingten Correktionsglieder der 
+ _ 
Werthe von eN% und eN% ergeben sich die Ausdrücke : 


k 1 ë aN, ; aN, KG, rt —r$ 
tale re Tr = re "a T — 
vU r° dr REA}, DURE r ”? 


sk Lt: (en) : a HG,  ri—r 
r 7 = . 


vVr dr dr D VrRe r 


5. Die Beobachtungen von Harms'). Zur Prüfung der 
im Vorhergehenden entwickelten Theorie bietet sich ein gutes Mate- 
rial in den Beobachtungen, welche Harms in der physikalischen 
Zeitschrift verüffentlicht hat. Sie beziehen sich auf die Zer- 


1) Phys. Zeitschrift, 4. Jahrg. S. 11. 
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streuung der Elektricität von einer Kugel mit dem Halbmesser 
r, = 2,25 cm, die in einer Glasglocke von 17000 cem Inhalt auf- 
gehängt war. Die Innenwand der Glocke war mit einem zur Erde 
abgeleiteten Drahtnetze überkleidet.  Ersetzt man die Glocke 
durch eine Kugel von gleichem Rauminhalte, so ergiebt sich für 
ihren Halbmesser 7», — 15,96 cm. Die Kapacität der inneren Kugel 
berechnet sich daraus zu 2,6 cm. 

Die Zerstreuung wurde so beobachtet, da die Kugel wieder- 
holt auf ein bestimmtes Potential geladen, und daB nach Verlauf 
verschieden groBer Zeiten die noch vorhandene Spannung mit dem 
Elektrometer bestimmt wurde. Harms hat seine Beobachtungen 
graphisch dargestellt, indem er auf einer horizontalen Linie die 
Zeïiten, senkrecht dazu die Elektrometerausschläge auftrug. Das 
einem bestimmten Ausschlage s entsprechende Potential ergiebt 
sich nach der Formel V — 0,259 %< 5. 

Es wurden nun an die von Harms gezeichnete Kurve an ver- 
schiedenen Stellen Tangenten gelegt, und so die verschiedenen 
Werthen von s entsprechenden Werthe von ds/dt bestimmt. Diese 
Werthe wurden als Funktionen von s graphisch dargestellt, und 
es wurde dann eine Kurve gezogen, welche sich den erhaltenen 
Punkten in stetiger Weise so gut wie môglich anschlof. Eine Zu- 
sammenstellung der direkt berechneten und der durch graphische 
Ausgleichung erhaltenen Werthe von ds/dt giebt die folgende 
Tabelle : 


; 230 190 175 150 12 100 7% 
É ber. 878 850 818 773 743 688 6,39 
TP ansgegl. 888 847 828 790 745 688 6,4 


Aus den Werthen von s und ds/dt wurde weiter die Ladung 
e der inneren Kugel und die Stärke © des Stromes in elektro- 
statischem MaaBe berechnet. Es ergab sich hierfür die Tabelle : 


s V (Volt) e (Ci 
230 59.6 0.5205 0.0003330 
190 49.2 0.4300 0.0003195 
175 45.3 0.3960 0.0003123 
150 38.9 0.3395 0.0002980 
125 32.4 0.2829 0.0002810 
100 25.9 0.2263 0.0002595 


75 19.4 0.1697 0.0002391. 
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Der Sättigungsstrom ©, wurde graphisch ermittelt, in- 
dem die für ds/dt gezeichnete Kurve dem Gefühl nach verlängert 
wurde. Auf diesem Wege, der von einer gewissen Willkür nicht 
frei zu sprechen ist, wurde für den Sättigungsstrom der Werth 


©, — 0.0003413 
in elektrostatischen Einheiten erhalten. Daraus und aus dem Vo- 
lumen des Hohlraumes ergiebt sich 
(V.) sg = 201 >< 10" 
Mit Hülfe der früher angegebenen Formeln wurden nun die 


Werthe von %, ëN, %., eN,%, und von eN, und eN, berechnet. 
Für den Coefficienten der Wiedervereinigung er- 
gaben sich dann die im Folgenden zusammengestellten Werthe : 


230 190 17527 7,2T60 125 100 75 
— 194000 406000 466000 510000 495000 416000 295000. 


mIR © 


Im Mittel wird: 
(FL) © = 397000. 


€ 


Dieser Werth ist von einer ganz anderen GrôBenordnung als 
der von Mc. Clung !) gefundene — 3400. Ueber den Grund der 


auBerordentlichen Verschiedenheit vermag ich keine befriedigende 
Auafklärung zu geben. Ohne Berücksichtigung der Diffusion würde 


sich für _ der Werth 440000 ergeben. 
Mit Benutzung des Werthes = — 397000 wurden weiter die 


Werthe von %, eN und eN berechnet. Die Ergebnisse der Rech- 
nung sind in den folgenden Tabellen zusammengestellt. 


I Dichte der positiven Ilonen. Werthe von 
eN, und EN, — 6N. 


r= hu sean MATOS LS SLT 
— 230 

eNx<10® O0 64 310 686 1270 

(G@N,—eN)10® 0 1 6 28 48 


1) Mc. Clung, Philos. Magaz. 1902, Ser. 6, Vol. 3, p. 283. 


ëN, >< 10° 
(eN,—eN)10" 


eN, >< 10% 
(EN,—eN)10" 


eN, 107 
(eN,—eN)10" 


_ 
eN, >< 10" 
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(N,—sN)><10" 0 


— 
ENEAI0% 
(EN,— &N) 10° 


eN, = 10. 
(EN, — eN) 107 


II. Dichte der negativen Ionen. 


eN x 10" 
(eN,—eN)10" 


eN, < 10" 
(eN,—eN)10" 


eN, >< 10" 
(eN,—eN)10" 


_ 


2,25 


1190 


s — 190 
78 376 
1 12 

Si—"175 
84 408 
1 16 

8° 160 
98 476 
2 28 

51—7"126 
118 571 
4 48 

8,100 
148 715 
8 90 

S == 10 
197 954 
18 224 


EN, und eN,—EN. 


6 ; 10 

20-1200 
857 683 
34 31 

S'— 19 
1040 827 
59 51 

8 —=170 
1130 898 
77 67 


831 1540 
47 84 
902 1670 
60 108 
1050 1960 
100 184 
1260 2330 
170 306 
1580 2900 
328 615 
2100 380 
784 1420 
Werthe von 
13 15.96 

416 0 

15 0 

b04 0 

25 0 

b47 0 

3b 0 
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s — 150 
eN,>x<10* 1380 1315 1050 639 0 
(N,— eN)10" 125 124 107 60 0 
s = 125 
EN, > 10" 1660 1580 1260 766 0 
(eN,—eN)10® 220 218 ‘+ 19 97 0 
s — 100 
EN, >< 10" 2080 1970 1570 958 0 
(EN,—sN)10® 455 440 328 210 0 
. S==,70 
EN, >< 10" 2770 2630 2100 1280 
(N,—eN)><10" 1020 1010 880 550 


Ein Theil dieser Resultate ist in der beigegebenen Figur gra- 
phisch dargestellt ; die Kurven 1, 2, 3 beziehen sich auf die Dichte 
der positiven Ionen, die Kurven 4, 5, 6 auf die der negativen. 
Die ausgezogenen Kurven geben die Werthe von eN und EN , die 
gestrichelten die von ëN, und EN. Die Kurven 1 und 4 gehôüren 
zu s — 230, die Kurven 2 und 5 zu s — 175, die Kurven 3 und 
6 zu s — 126. 


6. Zerstreuung in grôBeren Räumen. Die Gleichung 


4nG, ÊHE tr 


ve U+V  & 


Ta Le 
e— Game f FN, N, dr — 


Ti 
zeigt, daf Abweichungen von dem Zustande des Sättigungsstromes 
aus zwei verschiedenen Gründen eintreten kônnen; entweder weil 
bei gegebenem Raume & die Ladung e zu klein wird, oder weil 
bei gegebener Ladung e der Raum zu grofi wird. Die bei den 
Versuchen von Harms hervortretenden Abweichungen werden 
wir dem ersten Falle unterordnen. Man kann aber leicht zeigen, 
daB der zweite Fall in gewisser Weïse auf den ersten reduciert 
und mit diesem verglichen werden kann. Wir gehen zu diesem 
Zwecke aus von den Gleichungen : 


vosges ! Le RE LL, 70 
EN, se SvÙ AA (r° 1); EN, Sie 3vV r'% (ge r°). 
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Die Werthe von %; unterscheiden sich im allgemeinen nur 
: e : 5 
sehr wenig von = Bei den Beobachtungen von Harms beträgt 


für s — 230 die Abweichung weniger als +, für s — 125 weniger 
als + Wir kôünnen daher für die folgende Betrachtung ohne Be- 
denken 


€ 


do ne ÿs 
setzen und erhalten dann: 
+ FE QE ES. 
EN, — SvÜe (— r,): EN — = nr Vin). 


Multiplicieren wir Zähler und Nenner dieser Ausdrücke mit 
dem Faktor 2°, so ergiebt sich: 


v ba, 8 == +1 3 ,3 3 
EN, = 3; De (ar — x ri), EN ES (2° r5— 2° r°). 
Setzen wir: 


Gérr'er Riz, 


so ergeben sich die Formeln: 


Le 8 8 N] 8 3 
LME en OR EN — see (Z — R°). 


Bei ähnlichen Hohlräumen, die zwischen kon- 
centrischen Kugeln eingeschlossen sind, haben die 
lonendichten an entsprechenden Punkten gleiche 
Werthe, wenn die Ladungen der inneren Kugeln sich 
verhalten wie die Inhalte der Räume. 

Wollte man in einem Hohlraume, der von zwei koncentrischen 
Kugeln von den Halbmessern Zi, — 22,5 cm und R, — 160 cm 
begrenzt ist, die Ionendichten erhalten, die wir bei der Berechnung 
der Versuche von Harms für s — 230 gefunden haben, so müfte 
die Ladung der inneren Kugel auf 520 elektrostatische Einheiten, 
ihr Potential auf 5960 Volt gebracht werden. 
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Zur magnetischen Influenz regulärer Krystalle. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 10. Januar 1908. 


In einer früheren Arbeit!) habe ich mich mit der magnetischen 
Influenz solcher insbesondere regulärer Krystalle beschäftigt, 
bei denen das erregte magnetische Moment der Feldstärke nicht 
proportional ist. Um die Betrachtung nicht zu sebr zu compli- 
ciren wurde aber nur der durch die vorliegenden Beobachtungen 
anscheinend allein betroffene Fall verfolgt, daB der Krystall in 
magnetischer Hinsicht centrisch symmetrisch wäre, also durch 
entgegengesetzt gleiche Felder auch entgegengesetzt gleiche Mo- 
mente erhielte. 

Herr Sano*) hat das analoge Problem ohne diese beschrän- 
kende Annahme für alle regulären Krystalle der holoedrischen, 
der hemimorph- und enantiomorph-hemiedrischen Gruppen des 
regulären Systemes durchgeführt, und seine Formeln gehen bei 
Einführung der erwähnten Beschränkung in die von mir aufge- 
stellten über. Ich will hier darauf hinweisen, daB auch für die 
von ihm nicht erledigten Fälle der paramorphen (oder pentago- 
nalen) Hemiedrie und der Tetartoedrie des regulären Systemes 
sich das Schema für das Magnetisirungspotential leicht angeben läft. 

Diese Gruppen sind characterisirt durch die Existenz dreier 
gleichwerthiger zu einander normaler zweizähliger Axen, wobei die 
Gleichwerthigkeit so zu verstehen ist, dass mit ihnen eine drei- 
zählige Axe parallel der Mittellinie des durch sie begrenzten Oc- 
tanten verbunden ist. 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1900, S. 831. 
2) S. Sano, Phys. Zeitschr., Bd. 4, S. 8, 1902. 
Kgl Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 1. 9 
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Bezeichnet man die Feldcomponenten nach den drei zwei- 
zähligen Axen X, Y, Z mit 4, B, C, so ist diese Eigenschaft aus- 
gesprochen in den Relationen 


1) p(4,B,C) = y(B,0, À) = p(C, 4, B) = (4, — B, —0). 


Thnen genügt jede Function von 4°, B°, C*, die bei cyclischer Ver- 
tauschung ihrer Argumente in sich selbst übergeht, und sie behält 
diese Eigenschaft, wenn man ihr ABC als Factor zufügt. Somit 
kann gesetzt werden 


2) p(4,B,0) = p,(4'v BC) + ABC, (4% BC"), 


wobei das Symbol 4° < BC? die cyclische Vertauschbarkeit 
vou 4°, B?, C* ausdrücken soll. 

Denkt man œ, und 9, durch Potenzreihen dargestellt und 
versteht unter x, Constanten, so ergiebt sich 


Pi = %+%,(4°+ B°+0C*) 
+ 4,(4+ B*+0C*) + x; (B°C*+C° 4°+ 4 B) 
+ x,(4°+ B°+0C°) + x; (4° B°+ B*C*?+C*A*?) 
3) paca (AC DA LCR EE x ASP CE 

+ x, (4°+ B°+0C5) + x, (4° B°+ B°C?+C° A) 

+ 4, (AC? + B°4°+C°B°) + x!''(B*C*+C*A*+ A*B°) 
+ x;'"(A* B°C°+ B‘C*A'+C* A B°)+..., 

und für y, folgt ein analoger Ausdruck mit anderen Constanten. 

Die drei von Herrn Sano behandelten Gruppen lassen sich 
als specielle Fälle der vorstehend erledigten auffassen, da sie 
durch zwei zu einander normale vierzählige Axen characterisirt 
werden, und solche Axen einander nothwendig gleichwerthig sind, 
auch eine dritte zu ihnen normale gleichwerthige, resp. eine gegen 
alle drei gleichgeneigte dreizählige Axe zur Folge haben. Der 
Uebergang geschieht, indem man zu den Bedingungen 1) noch die 
Bedingung 

4) p(4, B,C) — p(4, +C, + B) 
hinzufügt. 

Hieraus ergiebt sich, daB y, auch bei der cyclischen Ver- 
tauschung 4° C? © B° und somit bei jeder Vertauschung zwi- 
schen 4°, B°, C* in sich übergehen muss, und daB w, bei der Ver- 
tauschung von B°? mit C* und C* mit B° sein Vorzeichen wechseln 
mub. Dies liefert aus 2) die von Herrn Sano angegebene Form 

2 * 
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5) p(4,B,0) = p(4*| B°| C?) 
+ ABC(B°— C?)(C°— 4°) (4°— B°) p, (4° || B° || C”), 


wobei das Symbol 4° || B°| C* das symmetrische Vorkommen 
von 4° B°C* bedeuten soll. 

Die in 3) angegebene Function y, wird a PRE wenn 
%, = 3%, %, — %,,... ist. Die Reihe der ungeraden Glieder in 
5) beginnt mit dem Gliede neunten Grades; sie würde also in den Aus- 
drücken für die Momente nur Antheile vom achten und von hôherem 
Grade liefern. Da ich nun in der früheren Arbeit die Discussion 
nur bis zu den Gliedern siebenten Grades erstreckt habe, so ist 
die dort eingeführte beschränkende Annahme magnetischer cen- 
trischer Symmetrie factisch einflufilos gewesen; die Resultate hätten 
sich ebenso gestaltet, wenn die Annahme nicht gemacht worden 
wäre. 

Unter den Krystallgruppen, auf welche die Ausdrücke 2) und 
b) für das Magnetisirungspotential anwendbar sind, befindet sich 
je eine mit einem Centrum der Symmetrie; bei 5) ist es die holoe- 
drische, bei 2) die paramorph-hemiedrische Gruppe. Die zweiten 
Glieder der betreffenden Ausdrücke ergeben Antheile der magneti- 
schen Momente, die bei einer Umkehrung des magnetischen Feldes 
ihre Vorzeichen nicht wechseln, die also eine acentrische Erregung 
repräsentiren. Es erscheint wünschenswerth, klar zu stellen, auf 
welche Weise eine solche Wirkung mit einem Centrum der kry- 
stallographischen und physikalischen Symmetrie vereinbar ist. 

Das zweite Glied des Ausdruckes Bb) verschwindet in jedem 
Octanten aufer auf den Begrenzungsebenen noch in den Halbirungs- 
ebenen der Kantenwinkel, d.h. bei einer 
Darstellung auf der Kugel auf den in der 
nebenstehenden Figur 1 verzeichneten Cur- 
ven. Diese Curven begrenzen Felder von 
zweierlei Habitus, die durch « und B unter- 
schieden sind. In den Feldern « besitzt das 
betrachtete Glied des Ausdruckes b) das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen wie in B; dies ist 
begreiïflich, da es sich um einen rotatori- 
schen Vorgang handelt, und die Felder « sich zu den Feldern B 
verhalten wie eine positive zu einer negativen Rotation. Den 
Feldern « liegen aber Felder B diametral gegenüber, und so er- 
klärt sich das Bestehen einer acentrischen Magnetisirung bei den 
centrischen Krystallen der holoedrischen Gruppe. 

Das zweite Glied des Ausdruckes 2) verschwindet nur auf 

DE 


Fig. 1. 
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den Grenzen der Octanten und besitzt im Innern benachbarter 

Octanten « und B entgegengesetzte Vorzeichen. Aber auch hier 

haben die Felder « und B entgegengesetzten Rotationscharacter. 

Um dies zu erkennen, hat man zu berücksichtigen, daB bei der 

in Betracht kommenden Gruppe der 

Z paramorphen Hemiedrie die Coor- 

dinaten- oder Hauptaxen zwei- 

zählig sind, wie das in Figur 2 

22] /8 & 7 die eingetragenen Pfeile andeuten. 

Dieser entgegengesetzte Rotations- 

character erklärt ein verschiede- 

nes magnetisches Verhalten der 

Fig. 2. Felder « und B, und, da wiederum 

je Octanten « und B einander diametral gegenüber liegen, auch 
die acentrische Magnetisirung. 


Gôttingen, Januar 1908. 


Ueber den Beweis eines Haupttheorems aus der 
Theorie der Punktmengen. 


Von 


A. Schoenflies in Kônigsberg i./Pr. 
(Vorgelegt von F. Klein). 


Als ein Haupttheorem aus der Theorie der Punktmengen 
bezeichne ich folgenden, zuerst von Herrn G. Cantor') ausge- 
sprochenen Satz: 

Ist P eine beliebige Punktmenge und ist ihre Ableitung 
P' von hôherer als der ersten Mächtigkeit, so giebt es eine 
bestimmte kleinste Zahl « der ersten oder zweïten Zahl- 
klasse, so daf die «te Ableitung P( eine perfecte Menge 
ist; überdies ist ?' — R+ PC), wo R eine abzählbare 
Menge ist. 

Beweise dieses Satzes, der sowohl für die Theorie der Punkt- 
mengen selbst, wie auch für ihre Anwendungen principielle Be- 
deutung hat, sind in ziemlich übereinstimmender Form von den 
Herren J. Bendixson”*) und G. Cantor*) gegeben worden. 
Sie benutzen beide die transfinite Zahl &, die bekanntlich als 
erste Zahl der dritten Zahlklasse bezeichnet wird, und die auf 
dem Begriff der Gesamtheit aller Zahlen der zweiten Zahlklasse 
beruht. Nun ist aber der Begriff dieses & ein für den Satz, und 
soweit ich sehen kann, auch für die eigentliche Theorie der Punkt- 
mengen fremdes Hilfsmittel, das aus dem Endresultat der Beweise 
immer wieder herausfällt. Auch darf ich wohl bemerken, da die 


1) Math. Ann. Bd. 21, p. 575. 
2) Acta math. Bd. 2, p. 416. 
8) Math. Ann. Bd. 23, p. 467. 
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Zahl @, resp. der Begriff der Gesamtheit aller Zahlen der zweiten 
Klasse, bisher nicht allgemein als wohlberechtigtes mathemati- 
sches Object anerkannt worden ist; man kann daher die Forde- 
rang stellen, den Satz auf eine einfachere und ihm natürlichere 
Grundlage zu stellen. Die Môglichkeit eines Beweises, der die 
Zahl & nicht zu Rathe zieht, habe ich in meinem unlängst ver- 
ôffentlichten Bericht über Mengenlehre bereits aufgezeigt !); ich 
folge einer von anderer Seite ausgegangenen Anregung, wenn ich 
hier zeige, wie ein solcher Beweis bei ausführlicher Darstellung 
sich gestaltet. Es war hierzu nichts weiteres nôtig, als die a. a. O. 
angedeuteten Schlüsse und Ueberlegungen ausführlich darzulegen 
und in eine zwingende Form zu bringen. 

Der von Herrn Cantor zuerst nur für die Ableitung ? 
ausgesprochene Satz gilt bekanntlich auch für jede abgeschlos- 
sene Menge Q und deren Ableitungen. Ich ziehe daher vor, den 
Satz direct für solche Mengen zu formuliren und abzuleiten. 
Gerade dieser Weg liefert sozusagen von selbst einen Beweis, 
wie er der obigen Forderung entspricht. Dies wird dadurch 
erreicht, daB man nicht die Menge Q selbst, sondern vielmehr 
die zu jeder abgeschlossenen Menge zugehôürige abzählbare 
Menge D — |0} der punktfreien Bereiche zum Haupt- 
gegenstand der Betrachtung macht. Eine noch weiter gehende 
Verallgemeinerung des Satzes hat Herr R. Baire*) angegeben; 
auch sie kann auf dem eben genannten Wege bewiesen werden. 

Da es sich nur darum handelt, die Beweismethode darzu- 
legen, so beschränke ich mich an dieser Stelle auf lineare 
Mengen. Die Ausdehnung des Beweïses auf ebene und räumliche 
Mengen unterliegt keinerlei Schwierigkeit, wie aus den Entwicke- 
lungen ersichtlich ist, die ich in meinem ,Bericht“ über ebene 
Mengen ausfübrlich angestellt habe $), 


Im Mittelpankt der Cantorschen Theorie der transfiniten 
Zahlen steht der folgende grundlegende Satz : 

I Jede transfinite Zahl der zweiten Klasse 
istOrdnungstypus einer wohlgeordneten abzähl- 


1) Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten (enthalten 
im Jabresber. d. deutsch. Math. Ver. Bd. 8), p. 65 u. 81. 

2) Ann. di mat. (8) Bd. 8, p. 51. 

8) À. à. O. p. 81 f. 
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baren Menge, insbesondere der Zahlen 1,2,3...; 
umgekehrt stellt auch jeder bestimmte Ord- 
nungstypus einer wohlgeordneten abzählbaren 
Menge eine bestimmte transfinite Zahl der 
zweiten Klasse dar. | 

Dieser Satz, der die Definition der transfiniten 
Zahlen enthält, kann geradezu als ein Teil der axiomati- 
schen Grundlagen der transfiniten Mengenlehre betrachtet 
werden’). Er bildet zugleich das alleinige transfinite Be- 
weiselement, dessen ich für die folgenden Beweise bedarf. Ich 
bemerke noch, daB die Ordnung der Zahlen 123... dann als 
eine bestimmte anzusehen ist, wenn für jede dieser Zahlen die 
auf sie folgende bekannt resp. bestimmbar ist *). Alle folgenden 
Betrachtungen gelten also nur unter dieser Voraussetzung, die 
aber, wenn es sich um das Auftreten von Punktmengen bei be- 
stimmten Problemen handelt, auch stets erfüllt ist. 

Hieraus ziehe ich noch eine Folgerung, die ich nur deshalb 
ausdrücklich ableite, um zu zeigen, da sie keiner andern Vor- 
aussetzung bedarf, als des obigen Satzes, resp. der in ihm ent- 
haltenen Definition. 

II. Es seiirgend eine wohldefinirte und wohl- 
geordnete Menge abnehmender positiver Zahlen 
gegeben, so da8 also für jede Zahl der Menge die 
auf sie folgende bekannt oder bestimmbar ist, s0 
ist diese Menge abzählbar und ihr Ordnungs- 
typus wird durcheine bestimmte Zahl der zwei- 
ten Klasse dargestellt. 

GemäB der Cantorschen Theorie der wohlgeordneten Mengen *) 
lautet nämlich der Anfang der gegebenen Zahlenmenge jedenfalls 
folgendermaBen. 


DOG, ae, a > tag er 
Man führe nun durch die Gleichungen 


Ay — lyti = dy ce Ag —Ap+: = dpi. 
die Zahlen 


2) RL AÉRONEFS 


1) Vgl. besonders Math. Ànn. Bd. 21, p. 576 ff. u. Bd. 49, p. 21 ff. 

2) Vel die bezüglichen Ausfübrungen von Herrn G. Cantor, Math. Ann. 
20, p. 114. 

8) Math. Ann. 49, p.207. Vgl. auch meinen obengenannten Bericht, p. 86 ff. 
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ein. Von ihnen ist nicht allein jede einzelne endlich und positiv, 
sondern es ist auch die Summe beliebig vieler von ihnen kleiner 
als a. Hieraus folgt in bekannter SchluBweise, daf sie nur eine 
abzählbare Menge bilden kônnen. Falls man nämlich die gegen 
Null convergirenden Grôfen 


Éamriiée fn rh 


beliebig annimmt, so giebt es nur eine endliche Menge von Zabhlen 
d, die zwischen &, und &,,, liegen, so daB also 


a = d, > &h 
ist, und man kann daher die Zahlen d, so in eine Reihe 
8) : a M LM Me 


ordnen, daf jede nicht grôBer ist, als die vorhergehende. Von 
dieser Reihe 8) stellt aber die Reïhe 2) einen bestimmten Ord- 
nungstypus dar. Es giebt daher auch eine transfinite Zahl der 
zweiten Klasse, die diesem Ordnungstypus entspricht. 

Nunmehr gehen wir zum Beweis der bezüglichen Theoreme 
über Punktmengen über. 


Theorem A. Für jede lineare abgeschlossene 
Menge Q giebt es eine bestimmte kleinste Zahl« 
der ersten oder zweiten Zahlklasse, soda die «te 
Ableitung Q® entweder Null oder eine perfecte 
Mengeist, undesist Q — R+Q@), wo Reine abzähl- 
bare Menge ist. 

Für den Beweis nehmen wir zunächst an, da8 Q nirgends 
dicht und naturgemäB nicht perfect ist. Sei r das Gesamt- 
intervall, in dem Q enthalten ist, sodaf also die Endpunkte 
von t zu Q gehôüren; ferner sei 

4) D = |0,} = 0,0, 0, ... 0 


y} 


die der GrôBe nach geordnete zu Q gehürige Intervall- 
menge, deren Intervalle also im Innern von Punkten von Q frei 
sind, während die Endpunkte der Intervalle und deren Grenz- 
punkte die Menge Q definiren‘). Man spalte nun, analog zum 
Cantorschen Beweis, Q in die Teilmengen 


1) Vgl. meinen oben erwähnten Bericht, p. 75 ff. 
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5) Q ei Q,+ Q°, 


wo Q, die isolirten Punkte enthält, and Q® die Ableitung 
von Q ist. Ist dann g, ein Punkt von @, so ist er entweder End- 
punkt der Strecke r, und damit Endpunkt eines Intervalles à, 
oder er ist innerer Punkt von rt und alsdann gemeinsamer 
Endpunkt zweier benachbarten Intervalle Ô, und à. 

Da nun Q keine perfecte Menge ist, so kônnen nicht sämt- 
liche Endpunkte der Intervalle 0, Grenzpunkte von Q sein. In 
der geordneten Menge D —1{d,} giebt es daher notwendig ein 
erstes Intervall von der Art, da8i mindestens einer seiner 
Endpunkte der Menge Q, angehôrt; es sei 0, Gehüren beide End- 
punkte von d, zu Q,, so sei q, einer von ihnen; nur mit der Maf- 
gabe, da q, ein innerer Punkt von + sein müge. Er ist dann 
gemeinsamer Endpunkt zweïer Intervalle à, und ô,, wo 41 ist. 
Es ist dann auch das Intervall 0, +0, von Punkten von Q" frei. 
Ist d,+0, noch nicht ein zu Q° gehôriges Intervall, so muf wie- 
der mindestens einer seiner Endpunkte Punkt von Q, sein; es sei 
g! ein solcher Punkt, der wieder innerer Punkt von r sein môüge. 
Er ist alsdann gemeinsamer Endpunkt von ô,+0, und einem In- 
tervall d,, und es ist auch d,+0,;°+0,: von Punkten von Q° frei. 
Falls auch dieses Intervall noch nicht ein zu Q° gehôriges Inter- 
vall ist, schlieft man in derselben Weise weiter, und gelangt 
nach einer endlichen oder abzählbaren Reihe von Schritten zu 
einem Intervall, das entweder keinen Endpunkt besitzt, der Punkt 
von ©, ist; oder aber, falls es einen solchen Endpunkt besitzt, so 
kann dies kein innerer Punkt von r sein. Im ersten Fall ist es 
ein zu Q® gehôriges Intervall, das mit 09 bezeichnet werden soll; 
im zweiten ergiebt sich ein ebenfalls von Punkten von Q°® freies 
Intervall 7, das in einem Endpunkt von r beginnt, und bewirkt, 
daB das Gesamtintervall von Q® hôchstens die Strecke t—7;, 
sein kann. L 

Man denke sich jetzt aus der Menge D die Intervalle 


dy, 3», dy, 0 


getilgt. Giebt es dann unter den übrigbleibenden [ntervallen noch 
solche, von denen mindestens ein Endpunkt zu Q, gehôürt, so sei 
d, das erste, wo uw À ist. Mit diesem Intervall kann man in 
derselben Weise, wie eben, eine Reïhe von Intervallen 


CAL PAL EEE 


definiren, die in ihrer Gesamtheit ein zu Q® gehüriges Intervall 
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ô} liefern, oder zu einem Intervall r, führen, das bewirkt, daf 
das Gesamtintervall von Q® hôchstens tr —7,, resp. Tr —t;—7, sein 
kann. Man tilge aus D jetzt auch die Intervalle 


(. ds À, ... 


so kann es in der so reducirten Menge wieder ein erstes Inter- 
vall à geben, das analog zu den Intervallen 


d,, d,n, dyn ... 

führt, u. s. w. 

Wir bestimmen nunmehr die Beziehung zwischen der Menge 
D und der zu Q" gehôrigen Intervallmenge D‘ folgendermaBen. 
Ein Intervall 9, von D kann zugleich Intervall von D‘ sein; als 
solches bezeichnen wir es durch d®. Es kann zweitens ein Inter- 
vall 0, sein, das zu einem Intervall 0Ÿ oder zu einem Intervall 
t, fübrt. Alsdann kôünnen im ersten Fall in D die sämtlichen 
Intervalle mit den Indices 


Vi Ve DR 


nicht auftreten; im zweiten auBerdem auch dasjenige mit dem 
Index 4 selbst. Das gleiche gilt für die analogen Intervalle 0, 
ô,... Der Uebergang von D zu D‘ vollzieht sich also in der 
Weise, daB aus der Reihe der Zahlen 123 ... v ... eine wohl- 
definirte Menge ausscheïdet, so daB in D — {0°} nur die übri- 
gen Zahlen als Indices von Intervallen auftreten. Die so def- 
nirte, der GrôBe nach geordnete Menge der ausscheidenden Zah- 
len sei 7; sie enthält mindestens eine Zahl. 
Die Menge Q‘ spalte man jetzt mittelst der Gleichung 


6)  Q° — Q® + Q° 


in die isolirten Punkte Q® und die Ableituong Q°. Mit ihr 
operire man in derselben Weiïse, wie soeben mit Q”. Irgend ein 
Intervall 0 von D‘ ist dann entweder zugleich ein zu Q° ge- 
hôriges Intervall und werde als solches durch 0% bezeichnet ; oder 
aber dies ist nicht der Fall und alsdann führt es zu einer end- 
lichen oder abzählbaren Menge von Zahlen, die in der zu Q° ge- 
hôrigen Intervallmenge D® — {9%} als Indices nicht auftreten. 
Man erhält so eine Ziffernmenge Z,, so da8 D°® nur solche Inter- 
valle enthält, deren Indices nicht Zahlen von Z resp. Z, sind. 
In dieser Weise kann man fortfahren. Es seien 


7) Q, Q7, Q, ... gfe), ….. of), . 
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die isolirten Mengen, die bei fortgesetzter Zerlegung auftreten, 
und 


8) had TES dpn: 


die ibnen entsprechenden Zahlenmengen. Dem vorstehenden ge- 
mäB ist jedes 4; immer dann vorhanden, wenn die Menge Q( 
nicht Null ist. Wenn nun eine Menge 4; mehr als eine Zahl 
enthält, so wollen wir in der Menge 


M'=— jp) = 1,2, 8, REC EUR 


der natürlichen Zahlen alle diejenigen streichen, die in 7; auf die 
erste Zahl folgen. Wird dies für jedes Z; ausgeführt, so re- 
ducirt sich die Menge M auf eine ebenfalls abzählbare Menge W'; 
und die ersten Zahlen aller 74, resp. der Reiïhe 8) bilden dann 
eine bestimmte wohldefinirte und wohlgeordnete Anordnung der 
Zahlen von M'. Gemäf Satz I besitzt daher diese Anordnung und 
damit auch die Reïhe 8) einen Ordnungstypus, dem eine be- 
stimmte Zahl der ersten oder zweiten Zahlklasse entspricht. Es 
giebt daher auch eine kleinste Zahl «, so da8 Z, in der Reihe 8) 
nicht mehr vorkommt. Es ist alsdann auch 


9) Q{®) 0, also:  Q6@) — Q(), 


wo Q(: entweder Null sein kann oder eine perfecte Menge dar- 
stellt. Man erhält also in bekannter Weise 


10) Q = ZQ + Q() = R+S, 
B=0,1,2. 0. ..<a 


wo $ — 0 oder eine perfecte Menge ist und R eine abzählbare 
Menge darstellt. Damit ist Theorem III für diese Menge Q er- 
wiesen. 

Ist Q keine nirgends dichte, sondern eine beliebige lineare 
abgeschlossene Menge, so zerfällt das Gesamtintervall +, in dem 
sie enthalten ist, in je eine endliche oder abzäblbare Menge von 
Teilintervallen 


Ft En ee RTS Lit ti vo) 
so daB Q in den ersten nirgends dicht, in den letzten überall 
dicht ist und daher deren sämtliche Punkte enthält. Ist dann Q, 
die auf r, enthaltene nirgends dichte Teilmenge von Q, so gilt 
der Satz für sie und es giebt eine erste Zahl «,, so da Q{»” Null 
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oder perfect ist. Bezeichnen wir noch die auf r, liegende Teil- 
menge von Q durch P, und setzen 


11) Q, = E,+S — E,+Q, 
so folgt 
12) Q = ZR,+M{P, QU) = R+S, 


wo À abzählbar ist, M die allen P, und Q({” gemeinsame Menge 
bedeutet, und S — Q( ist, wenn « die grôfite der Zahlen «, 
resp. die durch alle «, bedingte Limeszahl ist. 


Theorem B. Ist Q eine lineare abgeschlossene 
Menge, Q, eine abgeschlossene Teilmenge von Q,, die 
von Q@ verschieden ist, Q, eine analoge Teilmenge von 
Q,, und setzt man die Bildung von Teilmengennach 
irgend einem bestimmten Gesetz fort, soda also in 
der Reiïihe der so entstehenden Teilmengen 


pere ACTES ATH CIN Er Dr 


zu jedem Qseine bestimmte wohldefinirteTeilmenge 
Qu gehôrt, so giebt es eine kleinste Zahl « der er- 
sten oder zweiten Zahlklasse von der Art, da8 Q, 
entweder Nulloder eine perfecte Menge ist. 

Dieses Theorem, das von Herrn R. Baire') unlängst ausge- 
sprochen und nach der Bendixson-Cantorschen Methode be- 
wiesen wurde, läft sich gleichfalls auf einem vom Begriff & nn- 
abhängigen Wege ableiten; nur ist das constructive Verfahren, 
das für den vorigen Beweis benutzt wurde, durch ein etwas all- 
gemeineres zu ersetzen ?). 

Wir nehmen zunächst wieder Q als nirgends dicht an und 
nennen r das Intervall, in dem Q enthalten ist; D — {à,} sei die 
zugehôürige Intervallmenge, und D, die Intervallmenge, die zu Q, 
gehôürt. Ist dann 0” irgend ein Intervall von D,, so kann es zu- 
gleich ein Intervall 0, von D sein; und zwar ist dies immer und 
nur dann der Fall, wenn 0’ keine Punkte von Q enthält. Als- 
dann bezeichnen wir es als [ntervall von D, wieder durch 6®. 
Wenn dagegen d' Punkte von Q enthält, so liegt auf ihm eine 
gewisse Teilmenge von Q; dieser entsprechen gewisse Intervalle 


1) Ann. di mat. (3) Bd. 3, p. 61. 
2) Dieses Verfahren kann naturgemä8 auch für den Beweis des Theorems A 
benutzt werden. 
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von D, die in der Reïhenfolge geordnet, in der sie in D vor- 
kommen, 


drap 


sein môügen. Wir bezeichnen alsdann 0’ als Intervall von D, durch 
0%. In derselben Weise führt ein weiteres Intervall von D,, das 
nicht zugleich Intervall von D ist, zu den Intervallen 


shape fran 


von D und erhält als Intervall von D, die Bezeichnung 6! u.s.w. 
Es ist nun noch zu beachten, daB môglicherweise das zu Q, ge- 
hôürige Gresamtintervall r, mit tr nicht identisch ist. Alsdann exi- 
stiren ein resp. zwei Intervalle +, und r,, so dai r = 7, +7, +75, 
ist, und auf jedem von ihnen liegen gewisse Intervalle von D, die 
wir in der Reiïhenfolge, wie sie in D vorkommen, durch 


d,, Ô,, du die (LS Ô,1 du, NE 


bezeichnen. Die Beziehung zwischen D und D, ist dann wieder 
eine solche, daB in 2), die sämtlichen Zahlen 


fo sh 1 ! (4 ! [74 
BONE RSS, FORTS. NEO, 020 


als Indices von Intervallen nicht auftreten. Diese der Grüle 
nach geordnete Zahlenmenge sei wieder 4. 

In derselben Weise liefert der Uebergang von Q, zu Q, eine 
analoge Zahlenmenge Z,, so daf die Intervalle der Menge D, — |} | 
nur solche Zahlen als Indices enthalten, die in Z resp. Z, nicht 
vorkommen. Es reproducirt sich also für die nirgends dichte 
Menge Q der ganze Beweis, den wir für das Theorem À gegeben 
haben. 

Ist Q keine nirgendsdichte, sondern eine beliebige lineare 
abgeschlossene Menge, so zerfällt das zugehôrige Intervall + wie- 
der in je eine endliche oder abzählbare Menge von Intervallen, 
auf denen Q entweder nirgends dicht ist, oder aus allen Punkten 
besteht; auch hier brauchen wir uns nur mit den letzten Inter- 
vallen zu beschäftigen. Sei tr’ die Summe dieser Intervalle, r! die 
analoge Summe für Q,, allgemein T4 diejenige für Q;, so môüge 
zunächst in der Reihe 


’ ! ! ! ! 
14) Ty Tin Tan see Tan see Tree 


jedes Intervall kleiner als das vorhergehende sein, vorausge- 
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setzt, daf ein solches existirt. Alsdann stellen diese Intervalle eine 
Reïhe abnehmender Zahlen dar, wie sie dem Satz II entspricht; es 
kommt ibnen also auch ein Ordnungstypus zu, dem eine Zahl der ersten 
oder zweiten Klasse zugehôrt. Wenn dagegen in der vorstehenden 
Reïhe nicht jedes Intervall kleiner als das vorhergehende ist, so 
tilge man aus ibr alle Intervalle, für die dies nicht zutrifft, die also 
gleich ihrem vorhergehenden sind. Alsdann entspricht die reducirte 
Reiïhe dem eben erürterten Fall, und hat daher einen Ordnungstypus, 
dem eine Zahl erster oder zweiter Klasse zugehôrt. Faft man 
jetzt alle solchen Glieder der Reïhe 14) ins Auge, die zwischen 
zwei Gliedern der reducirten Reïhe getilgt worden sind, so bilden 
die zugehôürigen Mengen von 13) eine Mengenfolge, wie wir sie im 
ersten Teil des Beweises behandelt haben. Sie haben daher eben- 
falls einen Ordnungstypus, der sich durch eine Zahl erster oder 
zweiter Klasse darstellt. Die Reiïhe 14) entsteht daher aus der 
reducirten Reiïihe, indem man für einzelne oder jedes ihrer Ele- 
mente eine wohlgeordnete Menge setzt, die endlich oder abzählbar 
ist; nach einem Satz des Herrn G. Cantor!) hat sie daher eben- 
falls einen Ordnungstypus, dem eine Zahl der ersten oder zweiten 
Klasse entspricht. Hiermit ist das Theorem B bewiesen. 

Aus dem Theorem B ziehen wir schliefilich eine Folgerung, 
der formal ein noch allgemeinerer Inhalt zukommt, als dem Theo- 
rem selbst. Sie lautet: 

Aus der gegebenen Menge P werde eine Reihe 
wohldefinirter Mengen 


15) Ph Peso Le ri 


so abgeleitet, daB jedes P;41 eine bestimmte wohlde- 
finirte Teilmenge der Ableitung F4, von P; und zu- 
gleich Psp eine eigentliche Teilmenge von Ps ist, so 
giebt es eine erste Zahl « der ersten oder zweiten 
Zahlklasse, so daf P, Null oder perfect ist. 

In der That, da Psp Teilmenge von P% ist, so ist P41 ent- 
weder Teilmenge von P4 oder identisch mit P4. Das letzte wird 
aber durch den Wortlaut des Satzes ausgeschlossen; und daher 
fällt die Reihe der Ableitungen 


AP Ph thabe) tes p id 


unmittelbar unter das Theorem B, woraus der Satz folgt. 


1) Math. Ann. 49, p. 209. 


u 
, 
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Es hat keine Schwierigkeit, die vorstehenden Beweise auf 
ebene resp. räumliche Mengen auszudehnen. Dies beruht darauf, 
daB wie ich in meinem Bericht gezeigt habe!), auch zu diesen 
Mengen eine Menge D — |à,} punktfreier Bereiche gehôrt, die zu 
ihnen in der nämlichen Beziehung steht, wie die Intervallmenge 
D zu den linearen Mengen. Es sind nur geringe Erweiterungen 
des Beweisverfahrens nôtig. Handelt es sich z. B. um eine ebene 
Menge, so hat man auch noch die auf den Seiten der Rechtecke 
d, liegenden linearen Mengen resp. die zu ihnen gehôrigen Inter- 
vallmengen in Betracht zu ziehen. Ferner ist zu berücksichtigen, 
da die Mengen D — |d,} für ebene Mengen nicht eindeutig be- 
stimmt sind und insbesondere durch solche Bereiche ersetzt wer- 
den kônnen, die aus einer endlichen oder abzäblbaren Menge der- 
artiger Rechtecke bestehen. Analog ist für Mengen eines belie- 
bigen Raumes zu verfabren. 


DAS AIO pe SIA 


Beiträge zur Lehre von der Luftelectricität. 
Von 
Eduard Riecke. 


I. Ueber die Zerstreuung in gleichmässig bewegter Luft. 
Vorgelegt in der Sitzung der K. Ges. d. Wiss. vom 6. Febr. 1903. 


1. Bewegung positiver Ilonen. In einem unbegrenzten 
Raume, in dem die Luft mit konstanter Geschwindigkeit und in 
unveränderlicher Richtung strômt, werde eine mit der Menge e 
von negativer Elektricität geladene Kugel aufgestellt. 

Den Mittelpunkt der Kugel machen wir zum Anfangspunkt 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems, dessen z-Axe parallel 
der Richtung der Lufthbewegung sei. Wir betrachten ein posi- 
tives Ion, das sich in der Ebene xy an der durch die Coordi- 
naten + und y bestimmten Stelle befinde. Wir setzen voraus, da 
dieses Ion an der Bewegung der Luft theilnehme, da aber zu 
der hierdurch bestimmten Geschwindigkeit noch die Geschwindig- 
keiten hinzukommen, die von der Ladung e erzeugt werden. Die 
Luft strôme mit der Geschwindigkeit u in der entgegengesetzten 
Richtung der z-Axe. Dann ergeben sich für die Geschwindig- 
keiten des Ions die Gleichungen: 


. — —u—vUe—, 
“ = — y Ue +. 
Daraus folgt: 
© = vus, 
y = purs) 
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Setzen wir Ÿ — vUe qu, so wird: 


d. h. die Gleichung 
vUe—}uy" — Const 
giebt die Strômungskurve des betrachteten Ions. Setzen wir 
æ — rcos, so kommt die Gleichung auf die Form: 
v Ue cos —4uy — Const. 


Nun hàbe das Ion in sehr groBer Entfernung von der Zer- 
streuungskugel, d.h. für 9 — 0 den Abstand b von der x-Axe. 
Führen wir diesen Abstand an Stelle der Constanten in die vor- 
hergehende Gleichung ein, so ergiebt sich: 


pp = (00) 
oder : 
b—r"sin"p — 2e (1— cos p). 
Für @ — x/2 wird: 
: : , 2vUe 
f=r = 0v- u 
fUr @ — x: 
Av Ue 
2 SU) J 
HNEADIERSE 
Ferner wird r = 0 für 
2v Ue 2vUe.n,, 
cosp = ————b", 
u u 


Im Besonderen ergeben sich hieraus die folgenden Verhältnisse : 
a) Unter den Curven der ganzen Schaar nimmt diejenige eine 
ausgezeichnete Stellung ein, für welche 


4v Ue 
u 


b — 
Ihre Gleichung wird: 
r' sin — 4 (1 + cos p). 
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Für g = x/2 ergiebt sich: 
2v Ue 
u 


CET Me 


Für g = 7: 
2vUe 1+cosm _ vUe 


2 
u sin” u 


b) Ist 0° > UE, so hat die Gleichung 


a 1 b° 
CR RE To Lein 


keine reelle Lüsung mehr; die Bahnen der Theïlchen, für welche 


. ist, gehen also nicht mehr durch den Anfangspunkt 


= 


des Coordinatensystems. 
Für g — x wird: 


4v Ue 
2 des s 
de) 
chelstios— — so ist y = O0 für p — x/2; die entspre- 
chende Bahnkurve berührt im Anfangspunkte die y-Axe. 
d) Ist 
4y Ue : 2v Ue 
Se NUREe 7, 
u u 


so mündet die Curve im Anfangspunkte des Coordinatensystems 
unter einem Winkel, der bestimmt ist durch die Gleichung 


b? 


CE 
sie schneidet die y-Axe in einem Punkte für den 
à , 2vUe 
ÿ = Ù er 
e) Ist 
CLONE = 0! 
u 
so wird r — 0 für 
L? 
ep TE De 


Ein zweiter Schnittpunkt mit der y-Axe ist nicht vorhanden. 
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2. Bahn eines negativen Ions. Die Gleichungen für 
die Geschwindigkeit sind: 


= -u+vPe Se, 
ee = = re + qu, 
= Lhniuw) 


Die Gleichung der Bahnkurve ist: 
v Vecosp+iuy — Const. 


Setzen wir wieder für g — 0 den Abstand y — b, so er- 
giebt sich: 
SE 


y —b —= (1— cos y). 


Eine ausgezeichnete Rolle pc die Curve, für welche b — 0 
ist. Ihre Gleichung wird: 


Ce om . (— cos p), 
also wird für q = x/2: y” — ser ; 
IN D = TX. Vi sp, 


Endlich wird für 9 = 0: 
= 0 and r — SES 


Für irgend einen anderen Werth von b wird: 


ÿ = L°+ — “E (1 — cos y). 
, Av V 
Von g = 0 bis zu g = x wächst daher #* von L° bis zu PH. 
8. Zur Erläuterung der Zeichnung. Von der Gestalt 
der Bahnkurven giebt die beigegebene Figur eine Anschauung. 
Die ausgezogenen Kurven beziehen sich auf positive, die gestri- 
chelten auf negative Ionen. © bezeichnet den Mittelpunkt der 
Zerstreuungskugel. Die Kurven ABO und CBO éntsprechen dem 
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ausgezeichneten Falle, in dem 


É 4vUe 
ne 


b° 


Es ist also 


Ue 
u 


DA — pc — 9 


Die Curven DEF und DEG entsprechen dem Falle b — 0. Der 
Raum FEG würde von den negativen Ionen vollkommen entblôfit 
werden, wenn keine Neubildung von lonen und keine Diffusion 
vorhanden wäre. 


4 Die Zerstreuung. LäBt man die Curve AB um BD als 
Axe rotieren, so umschreibt sie den Raum, in welchem alle in O 
endigenden Ionenbahnen enthalten sind. Beschreibt man um O 
eine Kugel, deren Halbmesser gleich 0B oder kleiner als OB ist, so 
werden alle positiven Ionen, die sich in dem Raume ABC bewegen, 
ihre Ladung an die Oberfläche dieser Kugel abgeben. 

In grôBerem Abstande von O geht die Begrenzung des Raumes 
ABC in eine Cylinderfläche über, deren Querschnitt gleich x >< DA* 
ist. Die Zahl der Ionen, die in einer Sekunde durch den Quer- 
schnitt gehen, ist : 


nr x< DA? >< uN. 


Hier bezeichnet N die Anzahl der positiven Ionen in der Volumen- 
einheit. Die Menge von positiver Elektricität, welche in 1 sec 
durch den Querschnitt des Cylinders hindurchgeht, ist: 


nr << DA? x u Ne. 


Dieselbe Elektricitätsmenge muB sich im stationären Zustande in 
1 sec auf der Oberfläche der Zerstreuungskugel niederschlagen. 
Ist also e die GrüBe ihrer negativen Ladung, so ist die Abnahme 
in 1 sec: 
e 
de = x >< DAT>< Nes, 
oder, wenn man für DA seinen Werth setzt: 


de = Arv Uede. 


Dic Zerstreuungistunabhängig von der Geschwin- 
digkeit, mit der sich dic Luft bewegt. 

Derselbe Werth der Zerstreuung ergiebt sich in Uebereinstim- 
iung hiermit auch für ruhende Luft, wenn man absicht von dem 
Einflusse der Neubidung und der Diffusion der Ionen. Dicser 
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Einfluf wird im allgemeinen um so mehr hervortreten, je kleiner 
die Strômungsgeschwindigkeit der Luft ist; er wird am grôften 
bei ruhender Luft. 

5. Numerische Verhältnisse. Um eine Vorstellung 
von den GrüBenverhältnissen zu bekommen, wie sie in der Wirk- 
lichkeit môglich sind, setzen wir beispielsweise : 


e? —?/1 und à —1100 cm/bee, 


also 
eur" 001: 
Dann wird 
DA = DC = 4,06 cm, 
OB —12,02 cm, 
1GF — 4,25 cm, 
Oë — 2,12 cm. 


Machen wir den Halbmesser der Zerstreuungskugel gleich 
OB, so mu ihr Potential auf 148 Volt gebracht werden. Für die 
Zerstreuung in der freien atmosphärischen Luft ergiebt sich aus 
Beobachtungen, welche Herr Dr. Cuomo auf Capri angestellt hat, 
bei positiver Ladung des Zerstreuungskôürpers ein mittlerer Werth 
von 2,85 ‘/o in der Minute. Benützen wir diesen in der Formel 


+ æ AmvU Ne, 


so ergiebt sich 
Ne — 977 x 107%. 


Für die Zerstreuung negativer Elektricität gilt die Formel : 


és — 4nvVNe. 


Nun ist nach den Beobachtungen Cuomos für negative Elek- 
tricität de/e im Mittel gleich 2,87 ‘ in der Minute; daraus folgt : 


Ne — 840 >< 107". 


Für U und PV sind hier die Werthe 1,29 >< 10% und 1,51 >< 10"* 
genommen, die sich aus Laboratoriumsversuchen für feuchte Luft 
ergeben haben. 


38 E. Riecke, Beiträge zur Lehre von der Luftelektricität. 


a 
LOU 
UE 
HE 


L 
2! 


Beiträge zu der Lehre von der Luftelectricität. 


Von 
Eduard Riecke. 


IT. Ueber die Masse der in der Luft enthaltenen Ionen. 


Yorgelegt in der Sitzung d. K. Ges. d. Wiss. vom 21. Februar 1903. 


1. Der Diffusionscoëfficient und die Beweglichkeit 
der Ionen. Ein positives Ion befinde sich in einem elektro- 
statischen Felde von der Intensität % in elektrostatischem Maafe. 
Die elektrische Ladung des Ion bezeichnen wir mit «; die Ge- 
schwindigkeit, die es unter der Wirkung der elektrischen Kraft 
erhält, sei ü. Dann ist 

g == Üe%. 

Im 66. Bande der Wiedemannschen Annalen habe ich eine 
Theorie der Elektricitätsleitung in Metallen verôffentlicht, deren 
Resultate auch auf die Ionenleitung der Gase übertragen werden 
kôünnen. Darnach hängt der Faktor Ü ab von der mittleren Weg- 
länge, von der Masse und von der molekularen Geschwindigkeit 
der Jonen. Bezeichnen wir die Masse eines einzelnen positiven 
Ions mit w,, seine mittlere Weglänge mit !,, seine molekulare 
Geschwindigkeit mit #,, so ist: 


= Pts AL AER 
ET 
Die Konstante des Gasgesetzes habe für die positiven Ionen den 
Werth R,, dann ist: 


uw = 3R,T, 
und: 
+ 21,u, 
DD RAT 
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Die Zahl der positiven Ionen in der Volumeneinheit sei N ; aus 
dem Gasgesetze folgt dann für den Partialdruck der positiven Ionen 
der Werth: 

+ + 

p = Nu,R,T. 
Daher wird: 


Der Faktor Ü steht mit der sogenannten absoluten Beweglich- 
keit U der positiven Ionen in der Beziehung !): 


es 
at vi, 
wo » die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Führen wir in unserer 


Gleichung an Stelle von Ü diese absolute Beweglichkeit ein, so 
ergiebt sich: 


Ed) DD is 
U — Lu, ne 


Auf der anderen Seite besteht zwischen dem Diffusions- 
+ 
koëfficienten À der positiven Ionen und ihrer absoluten Beweg- 
lichkeit die Beziehung?): 
+ 
Te RER 
vp 


Somit erhält man für den Diffusionskoëfficienten den Ausdruck: 
pe lu. 

Ebenso gilt für die negativen Ionen: 
k — 21,u,. 


2. Die moleculare Weglänge der Ionen. In seiner 
dynamischen Theorie der Gase hat Maxwell den Fall einer 
Mischung zweier Gase behandelt und Formeln für die mittleren 
Weglängen abgeleitet. Bei dem ersten Gase sei die Zahl der 
Moleküle in der Volumeinheit N,, ihr Durchmesser s,, die mittlere 
molekulare Geschwindigkeit «,, die mittlere Weglänge /,. Für das 
zweite Gas gelten dieselben Bezeichnungen mit dem Index 2, 
Dann ist nach Maxwell: 


1) Riecke, Lehrbuch d. Physik. Il. Auf. IL Bd. S. 366, 
2) ibidem IL. Bd. S. 381. 
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1 
7 = a VBMS+ EN, (6, +7 VEES 428, 


ge Ve | 
+ Par 4 M(G+5) nr +zV2N,s. 


en 


Wir werden diese Formeln auf ein ionisiertes Gas anwenden, 
und zwar zuerst auf das neutrale Gas und auf die in ihm ent- 
haltenen positiven Ionen. Für die Moleküle des neutralen Gases 
brauchen wir die Zeichen NN, !, s, «, für die positiven Ionen die 


Zeïichen À, CE , Nun ist die Dichte der positiven Ionen ver- 
schwindend Klein gegenüber der Dichte der Gasionen; wir kôünnen 


also die mit N behafteten Glieder in den Werthen der Weglängen 
weglassen. Dann ergiebt sich: 

1 a 1 mel 2 

T= a V2 Ns, 7 — N(s+s,) EL. 

Die Weglänge der Gasmoleküle wird durch die Gegenwart 
der positiven Ionen nicht verändert, wir kôünnen für sie den aus 
der Gastheorie bekannten Werth benützen. Für das VerhältniB 
der Weglängen ergiebt sich: 


P 


4 V2 V u, 
(+4) 
AuBerdem besteht zwischen !, und w, noch die Beziehung: 

+ 
Lu, = 3k. 


Ebenso ergeben sich für die negativen Ionen die Gleichungen: 


LL 
l 


Setzen wir zur Abkürzung: 


à ë 
DE #(1+%) prie “r(1+È =) A 
so wird: 
ue, = a+a V2 +a, uw — a+ a, V2 + a. 
Diese allgemeinen Gleichungen werden wir nun auf die Ionen 
der Luft in Anwendung bringen. Für diese ist: 


k — 040274,  E — 0,0420. 
4* 
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Für die mittlere Weglänge der Luftmoleküle setzen wir: 
1= L = 9,1 >< 10° cm, 


für ihre mittlere molekulare Geschwindigkeit : 
a« — 48200 cm/sec. 


Um die Gleichungen zu lôsen, nehmen wir für die Verhält- 
nisse s,/s und 5,/s eine Reïhe verschiedener Werthe willkürlich 
an, und berechnen jedesmal die entsprechenden Werthe von w,, L, 
und %,, !. Die folgende Tabelle enthält die Resultate einer in 
dieser Weise durchgeführten Rechnung. Dabei bezeichnet M die 
mittlere Masse, & das mittlere Volumen eines Luftmoleküles; ©, 
und ©, die Volumina der positiven und der negativen Ionen; 
endlich bedeutet » die Masse des Wasserstoffatomes. Die Massen- 
verhältnisse sind berechnet mit Hülfe der Gleichungen: 


u,u, = Hu, = Mo’; 
Mjh ist gleich 29,8. 


DTA 4 1 4 2 4 
$ 8 
ui 2744 X 105 5099 > 105 8423 x 105 12973 x 105 51902 x 105 
us 4338 x 105 8238 x 105 15390 >< 105 22294 > 105 103210 x 105 
u, 16560 22580 29020 36020 72040 
TA 20830 28700 39230 47210 101590 
1,><10| 7,44 5,46 4,25 3,42 1,71 
1, x 105 | 9,07 6,58 4,82 4,00 1,86 
1,1L 0,82 0,60 0,47 0,38 0,19 
1/L 0,99 0,72 0,53 0,43 0,20 
u,/h 248 133 81 52 13 
u,fh 157 82 44 30 6,6 
u,/M | 85 4,5 2,8 1,8 0,4 
uJM | 5,4 2,8 1,5 1,0 0,2 
ce ps < 0,126 1 3,375 8 64 


Graphisch sind die Resultate in der beigegebenen Figur dar- 
gestellt, die ausgezogenen Curven beziehen sich auf die positiven, 
die gestrichelten auf die negativen Ionen. Die Werthe s,/s und 
s,/s sind auf der horizontalen Axe abgetragen. Die Curven 1 geben 
die Werthe von u,/M und w,/M, die Curve 2 die Volumverhält- 
nisse w,/S und «,/®. Die Curven 3 entsprechen den Werthen 
von #,><10® und w,><10"*, die Curven 4 den Werthen von 
1, >< 10° und /, >< 10°, 
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8. Die Masse der Ionen. Mit Bezug auf die Masse der 
positiven Ionen ergiebt sich aus der Betrachtung der Curven das 
Folgende. Bis zu dem Werthe s,/s — 3 ist die Masse der positiven 
Ionen, wie sie aus unseren Rechnungen sich ergiebt, grôBer als 
die der Luftmoleküle. Für s,/s — 3 wird sie gleich der Masse 
der letzteren; gleichzeitig wird aber das berechnete Volumen der 
Ionen 27 mal so groB, als das der Luftmoleküle. Ein solches 
Verhalten hat sehr wenig Wahrscheinlichkeit für sich. Man kann 
also mit ziemlicher Sicherheit den Schluf ziehen, da8 die Masse 
der positiven Ionen grôfer als die der Luftmoleküle 
ist. Bei den negativen Ionen wird der berechnete Werth von u,[M 
gleich 1 für s,/s gleich 2, also für ©,/$ — 8 Auch ein solches 
VerhältniB ist nicht sehr wahrscheinlich, man kann daher um- 
gekehrt als wahrscheinlich betrachten, da8 auch die Masse der 
negativen lonen grôBer als die der Luftmoleküle ist. 

Zu bestimmten Werthen für die Massen der Ionen kann man 
natürlich nur gelangen, wenn man den Gleichungen, die in den 
beiden ersten Abschnitten aufgestellt worden sind, noch zwei 
weitere hinzufügt. Die einfachste Annahme, die man zu diesem 
Zwecke machen kann, ist die, daf die Dichte, das VerhältniB 
zwischen Masse und Volumen bei den Ionen dasselbe sei, wie bei 
der Luft. 


Man erhält dann noch die Gleichungen: 


bn Lara men 
und : 

u, > m0 LJ 

OS MIO 


Die entsprechenden Werthe von w,/M und von u,/M werden 
durch die Schnittpunkte der beiden Curven 1 mit der Curve 2 
bestimmt. Daraus ergeben sich dann die folgenden Werthe der 
für die positiven und für die negativen Ionen charakteristischen 
GrôBen: 


7 = 1,42, = = 1,27, 
u,/M = 2,9, u.]M = 2,0, 
cm cm 
u, — 28100 Fu u, = 33600 sec” 


1 — 44 < 10”; 1, = 8,6 »< 10, 
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Von der gemachten Annahme kônnen die wirklichen Verhält- 
nisse nach der einen oder anderen Seite abweichen; doch ist nicht 
wahrscheinlich, daB dadurch die GrüBenordnung der berechneten 
Werthe verändert wird. 

4 Ueber die Masse der durch einen Sättigungs- 
strom abgeschiedenen Ionen. Wir betrachten einen ge- 
schlossenen Raum von der GrüBe eines Zimmers. Der Halbmesser 
einer Kugel von gleichem Rauminhalte betrage 250 cm. Um in 
diesem Raume einen wenigstens nahezu gesättigten Strom zu er- 
halten, müssen wir darin eine Kugel von 35 cm Halbmesser auf- 
stellen und zu einem Potentiale von etwa 17000 Volt laden!). 
Das Volumen des Hohlraumes ist gleich 65,3 >< 10° cem. Setzen 
wir die Ladung s des Ions, das elektrische Elementarquantum, 
nach Planck?) gleich 4,69 >< 107", so ergiebt sich aus den Ver- 
suchen von Harms#) für die Zahl der in einer Sekunde in der 
Volumeinheit gebildeten Ionen der Werth q — 43. Hat die innere 
Kugel eine negative Ladung, so beträgt die Zahl der positiven [onen, 
welche in 1 sec auf ihr abgeschieden werden, 43 >< 65,3 >< 10° — 
28 x< 18. Die Zahl der Luftmoleküle, die in einem Gramm-Molekül 
Luft enthalten sind, beträgt nach Planck 5,57 ><10*4) Das 
mittlere Molekulargewicht der Luft ist gleich 29,3. Somit das 
mittlere Gewicht eines Luftmoleküls 5,26 >< 107* g, und das Ge- 
wicht eines positiven Ions der Luft: 1,55 < 107 g. In dem be- 
trachteten Raume werden also durch den Sättigungsstrom in 1 sec 
43,8 >< 107" g positive Ionen an der inneren Kugel abgeschieden. 
Sollte die abgeschiedene Menge der Ionen den Betrag von 0,01 mg 
erreichen, so müBte der Sättigungsstrom während einer Zeit von 
2,8 >< 10° sec oder 270 Tagen unterhalten werden. Die Aufgabe, 
die Masse der Ionen der Luft durch eine direkte Wägung zu be- 
stimmen, dürfte hiernach sehr schwer zu lôsen sein. 


1) Riecke, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wissensch. zu Güttingen, math. phys. 
CI. 1903. Heft 1. 

2) Ann. d. Phys. 1902. Bd. 9. S. 641. 

8) Phys. Zeitschrift. 4. Jahrg. S. 11. 

4) Ich benütze die Gelegenheit, um einen Rechenfehler auf S. 648 des 
zweiten Bandes meines Lehrbuches der Physik (Il. Auf.) zu berichtigen. Das 
Volumen von 2g Wasserstoff, das Volumen des Gramm-Moleküls im gasformigen 
Zustande, ist dort gleich 1,11 >< 104 ccm gesetzt, statt gleich 2,22 >< 104 cem. Die 
Zahl der Gasmoleküle, die bei normalem Drucke und bei einer Temperatur von 
0° Cels. in einem ccm enthalten sind, berechnet sich dann zu 251018, Die 
Abweichung von der bei Planck angegebenen Zahl (28 x 1018) erklärt sich aus 
einer Vernachlässigung, die ich gemacht habe, um die Rechnung zu erleichtern. 
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Ueber den Klassenkôrper eines algebraischen 


Zahlkôrpers. 


Erste Mitteilung. 


Von 


F. Bernstein. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 21. Februar 1908. 


Durch die Beschäftigang mit der komplexen Multiplication 
der elliptischen Funktionen wurde L. Kronecker!') im Jahre 
1856 auf die überraschende Entdeckung geführt, daf es zu jedem 
imaginären quadratischen Zahlkôrper einen zugehôrigen hôheren 
Zahlkôrper ,,die zu assoziierende Gattung“ giebt, in welchem die 
sämtlichen Ideale des Grundkôürpers zu wirklichen ganzen alge- 
braischen Zahlen werden und in welchem alle tieferen auf die 
Composition und Klasseneintheilung bezüglichen Eigenschaften des 
quadratischen Grundkôrpers in elementarer Weise Darstellung 
und Abbild findon. Er bezeichnet es als das hôchste, erstrebens- 
werte Ziel der Zahlentheorie, die Natur dieser zu ,,assozierenden 
Gattung‘ zu ergründen und für einen beliebigen algebraischen 
Zahlkôrper in analoger Weïse, wie in dem Falle des imaginären 
quadratischen Zahlkôrpers zu entwickeln. Einen wichtigen Teil der, 


1) Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
GrôüBen 619 ff. 


, 
L 
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auf die komplexe Multiplikation bezüglichen Behauptungen Kron- 
eckers hat H. Weber!) bewiesen. Diese Untersuchungen nahm 
ferner D. Hilbert?) auf, indem er die bestimmte Aufgabe 
stellte, mit den Hilfsmitteln der Zahlentheorie die folgende Be- 
hauptung nachzuweisen: 

Bedeutet G die (Abel'sche) Gruppe der Idealklassen eines be- 
liebigen algebraischen Zahlkôürpers #, so existiert ein und nur ein 
in dem Rationalitätsbereich k Abel’scher Kürper K, dessen Gruppe 
der Substitutionen mit der Gruppe G übereinstimmt und welcher 
die Diskriminante 1 in dem betrachteten Grundkürper hat. 

D. Hilbert hat die Behauptungen über die Eigenschaften 
des Kôürpers KX, welcher von diesen Autoren als Klassenkürper 
bezeichnet wird, nicht nur wesentlich vermehrt, sondern auch 
den Existenzbeweis des Klassenkôrpers für den 
Fallerbracht, da die Klassenanzahl des Grund- 
kôrpers À — 2 ist. 

An diese wichtigen Resultate knüpft die vorliegende Untersuchung 
an. Sie führt die Konstruktion des Klassenkôrpers für einen al- 
gebraischen Grundkôrper unter bestimmten einschränkenden Vor- 
aussetzungen über die Natur desselben durch, enthält jedoch alle 
wesentlichen Elemente der Construktion des Klassenkôrpers im 
allgemeinen Falle. Um dies genauer zu erklären, diene die fol- 
gende elementare Bemerkung: Ist q die Anzahl der verschiedenen, 
in der Klassenanzahl 4 des Kürpers aufgehenden Primfaktoren, 
so zerfällt der Klassenkôrper (als Abel'scher Kôürper) offenbar in 
g verschiedene Teiïlkôrper, deren Grad je eine Primzahlpotenz, 
z. B. list. Es genügt nun, diese Teilkôrper einzeln aufzubauen 
und sie nachher zu vereinigen, um den ganzen Klassenkôrper zu 
erbalten. In der gegenwärtigen Arbeit habe ich mich nun auf 
einen noch engeren Teïlkôrper beschränkt. Die Gruppe der Sub- 
stitutionen, welche diesen Teilkôrper bestimmt, ist isomorph der 
Gruppe aller derjenigen Klassen c in }, deren Exponent die Prim- 
zahl L ist (für die also c' — 1 ist). Dieser engere Teilkôrper 
bedeutet also offenbar nur dann einen der eben erwähnten Teil- 
kôrper, wenn die Untergruppe, welche dem Faktor l” in der Klas- 
senanzahl entspricht, vom Geschlechte p — » ist. 


1) Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen Braunschweig 1891 vgl. 
auch H Weber, Ueber Zahlengruppen in algebraischen Kôrpern. (Math. 
Ann. 50. 1897 p. 1. 

2) D. Hilbert, Ueber die Theorie der relativ-Abel’schen Zahlkôrper (Gôt- 
tinger Nachr. 1898 p 370). 
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Ferner wurde angenommen, daB der Grundkôrper mit allen 
seinen Conjugierten, imaginär sei und die {te Wurzel der Einheiït 
6 enthalte. Alle diese Beschränkungen wurden lediglich deswegen 
getroffen, weil es im Rahmen derselben müglich war, die Theorie 
der {ten Potenzreste, welche für so beschaffene algebraische Zahl- 
kôrper hinreichend bekannt ist, zu benutzen. Eine allgemeinere 
Behandlung hätte dagegen die Voraussetzung der Theorie der }ten 
Potenzreste (uw — 1) gefordert. Diese, obgleich formal vüllig 
analog, liegt bis jetzt nicht entwickelt vor und soll daher zuvor 
den Gegenstand einer besonderen, Darstellung bilden. Das We- 
sentliche und Allgemeine in der vorliegenden Con- 
struktion liegt jedoch darin, daf der zugrunde ge- 
legte Kôürper in bezug auf die Primzahl ? ein belie- 
biges Geschlecht!) p besitzen darf, während er in 
dem bisher behandelten Falle k —2 das Geschlecht 
p = 1 besa. 


Aufstellung des Systems der Zahlen w,,...0,, aus denen 
die » unverzweigten cyklischen Kôrper entstehen. 
$ 1. 


Definitionen und vorbereitende Sätze. 

Es sei # ein algebraischer Zahlkôrper vom Grade m; wir 
machen zunächst die Annahme, daB k selbst nebst seinen konju- 
gierten Kôrpern #',...k"® imaginär sei. Es sei { eine 
ungrade Primzahl und £ eine {te Wurzel der Einheit. Wir wol- 
len annehmen, da der Kürper k die [te Einheitswurzel 6 enthalte. 
Das Symboi 


1 +) 

Û Ê 

sei in bekannter Weise gleich + 1 gesetzt, wenn die beliebige Zahl 
a des Kôrpers, der {ten Potenz B' einer Zahl 8 der Kôrper nach dem 
idealen Primfactor p als Modul kongruent ist und verschieden 


von + 1, wenn die Zahl &« nicht einer {ten Potenz nach dem Modul 
p kongruent ist. Man kann unter Heranziehung des verallgemei- 


nerten Fermatschen Lehrsatzes leicht das Symbol Es durch eine 


Kongruenz so definieren, daB es stets eine {te Wurzel der Ein- 
heit & bedeutet ?). 


1) Vgl. S. 50. 
2} Vgl. Kummer, Ucber allg. Reciprocitätsgesetze für belicbig hohe Po- 
tenreste. Ber, der k. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1850, 
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Definition. Ein System von Zahlen des Kôrpers # 


dE SLT 
von der Eigenschaft, da kein Produkt 1... a, wo e,, …, e, 
Zahlen der Reïhe 0,1, ..., {—1 bedeuten, die Zte Potenz einer 


Zahl der Kôper ist, soll ein unabhängiges System von Zah- 
len heifen. Die Verallgemeinerung eines Satzes von Dirichlet!) 
lehrt die folgende Thatsache : 


Satz 1. Sind «,..., a, n unabhängige Zahlen des Kôür- 
pers, 6%, ..., &* ebensoviel vorgegebene [te Wurzeln der Ein- 
heit, so giebt es stets unendlich viele ideale Primfaktoren p, 
welche den Kongruenzbedingungen 


or (en (nee 


angepañt sind. 

Die Menge dieser Primfaktoren p wird genauer durch die 
folgende Formel abgeschätzt. Es ist erstreckt über alle der Be- 
dingung (2) genügenden Primfaktoren p 


1 1 1 
24 —— = = log —— +f(s), (s—1 
(+) 2 EE s-pt/ 0) 60) 
wo s eine reelle Veränderliche und /{(s) eine Funktion derselben 
bedeutet, die für s — 1 zwischen endlichen Grenzen bleibt. 
n(p) bedeutet die Norm des idealen Teilers p, genommen im 
Kürper k. 


$ 2. 
Die punverzweigten cyklischen Kôrper. 
Die k Klassen des Kürpers k bilden eine endliche Abelsche 
Gruppe. 
Es sei 
(3) h= Th 


und %' eine zu ? prime Zahl. Es kann für die jetzt folgenden 
Betrachtungen ohne wesentliche Einschränkung der Allgemeinheit 
gradezu k' — 1 gesetzt werden ?). 


1) Dirichlet, Sur l’usage des séries in finies dans la théorie des nom- 
bres. Werke Bd. 1. S. 357. 

2) Die Modifikationen, welche im Falle k’ grôBer als 1 nôtig sind, werden 
erhalten, wenn man einen erweiterten Begriff der Klasse einfübrt. Als Haupt- 


k * 
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Es sei , 
(4) CALE SET 


F2 


eine Basis der Gruppe der Klassen, sodafi jede Klasse c eindeutig 
in der Form 


(6) C—= Ci... C? 

dargestellt werden kann, wo e, Fe e, die Werte 0... 0%, 
0...41%, ..., O ...l’? resp. annehmen kônnen. Es wird also 
(6) RULES... Pr, 


Die Zahl p nenne ich das Geschlecht des Kôürpers k 
inbezug auf die Primzahl7. In dem Falle, daB der Kôr- 
per Æ der quadratische Zahlkôrper ist, und die Primzahl ! gleich 
2 gewählt wird, ist [? die Anzabhl der Geschlechter, in welche 
die Klassen nach der Einteilung von Gauf zerfallen. 

Die GrôBen l1,..., l’ heifen die Exponenten der p 


unabhängigen Grundklassen €, ...c,. 


Wir behaupten den folgenden Satz, der das nächste Ziel der 
Entwicklungen darstellt: 


Satz 2 Esexistiren p und nur p Kôrper 


(7) Re. TR 


P 


welche in dem Rationalitätsbereiche #4 durch die 
reinen cyklischen Gleichungen 


(8) MW = @,... W, = ©, 

definirt sind, von der Eigenschaft, da die Diskri- 
minanten derselben bezüglich des Bereiches k 
gleich 1 ausfallen. 

Anmerkung. Enthielte der Kôrper k nicht die Wurzel 
der Einheit, so würden gleichwohl p unverzweigte Kôrper existieren, 
es würden aber die Gleichungen, durch welche dieselben definiert 
werden, nicht in der Form reiner Gleichungen auftreten. 


klasse (im erweiterten Sinne) sei die Gruppe aller der Klassen c, für welche 
c* — ] ist, als Nebenklasse (im erweiterten Sinne) seien die Nebengruppeu der 
genannten Gruppe bezeichnet. Dann gelten die folgenden Sätze wieder in einer 
der früheren vôüllig analogen Form. 


L * 
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$ 3. 
Die Einteilung der Zahlen des Zahlkôrpers k 
in Arten. 


Im Kreiskôrper der {ten Wurzel der Einheit © zerfällt die 
Primzahl Z in (—1) gleiche Faktoren 


(9) Ole, 
wo der Faktor Î durch die Gleichung 
(10) = (4), 4 = 1-6 


definiert ist. Wir bezeichnen als primär') eine Zahl « in 4, 
welche der Kongruenz 


(1) « = f'(l) 


für irgend eine ganze oder gebrochene Zahl B in £ genügt. 

Die primären Zahlen bilden offenbar eine Gruppe À,, da das 
Produkt primärer Zahlen wieder primäre Zahlen liefert. Die 
Nebengruppen zu À, bezüglich der Gruppe aller ganzen Zab- 
len des Kôürpers bezeichnen wir als Arten, die Gruppe der 
primären Zahlen selbst als Hauptart. Zwei Zahlen in k, 
deren Quotient primär ist, d. h. der Hauptart angehôrt, sind 
in derselben Art enthalten. Die Arten sind offenbar in end- 
licher Anzahl vorhanden. Ihre Anzahl ist ein Teiler von (l); 
es bedeutet œ(l) die Anzahl der nach l' inkongruenten Reste. 

Hilfssatz 1. Es zerfällt das vollständige Restsystem nach 
dem Modul {* in !” getrennte Systeme, deren jedes Zahlen nur 
einer Art entbält; es giebt aber !" verschiedene 
Arten. 

Sei 

sy » + +2 Ep) 


ein vollständiges Restsystem nach dem Modul L. 
Die Zahlen 
(12) ; OMO UT) op (?) 


sind einander und dem Modul {' inkongruent. Denn aus 


1) E. E. Kummer, Ueber die Ergänzungssätze in den allgemeinen Reci- 
procitätsgesetzen. Journ. für Math. Bd. 44. 1851. 

D. Hilbert, Ueber die Theorie des relativ-Abelschen Zahlkôrpers. Nachr. 
der K. Ges. der Wiss. zu Gôttingen 1898 Heft 4 pg. 6. 


52 FE. Bernstein, 
, = œ(l) (v,u sind Zahlen aus der Reïhe 0 ... (fl) 


folgt sogleich 


2 


asia), 
wäre nun 
20; 
so hätte man 
al” = a;(1) 
und also 
=, (D); 


dasselbe folgt für r — 0, also ist uw = v. 

Jede Zahl der Hauptart ist nun offenbar einer Zahl der 
Reihe (12) kongruent. Er giebt also im Sinne der Kongruenz 
nach dem Modul { genau (fi) primäre Zahlen. Da es im ganzen 
p(l) Reste giebt, welche im Sinne der Kongruenz eine gewühnliche 
Abelsche Gruppe bilden, so ist die Anzahl der Arten gleich dem 
Grade (2%) der zur Hauptart reciproken Gruppe. 

Es ist: 


pt) — mt) - x) t-5) oS t-) 


an #O=20(-) (1-50) 


wenn [, ...1, die Primfaktoren von Î in k sind. 
Es ist aber: 


p(l) Le N°) en fr; 


p(L) 


m' bedeutet den Grad des Kôrpers # bezüglich des Kreiskôrpers 
der {ten Wurzel der Einheit. 


$ 4. 
Die Konstruktion der Zahlen &,,..., &,. 
Es bedeute 
(14) IV DES Em 1) 


ein vollständiges System von Grundeinheiten in Kôrper 4. 
Wir bezeichnen der Gleichfürmigkeit halber die hôchste vorkom- 
mende Einheitswurzel @ mit En. Aus den Klassen 
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Ci, L2 LL CE | c, 


wählen wir die zu { primen Ideale 


(15) APR LE 
aus und setzen die Zahlen 0, . .. 0, 
(16) @)=t,...,(0,) = w?. 
Wir wollen @,,..., @, mit dem System (14) vereinigen, in- 
dem wir schreiben 
(17) 2, == sr + 0, = Er 


Es besteht der Satz : 


»Jede Zahl £, welche die !te Potenz eines Ideals ist, 
hat die Form 
QE D a À 
(18) EE Ne R CT a, 


2 +? 


WO Lie. En + Zahlen der Reihe 0 .../—1 sind 


und wo « eine ganze oder gebrochene Zahl in #, bedeutet!!. 


Wir bestimmen aufgrund des Satzes 1 ein System von Prim- 
idealen in #, die zu ? prim sind, so daf 


(5) (É)=e ()=+1 c&i 


m 


Fresh > +p) 


wird. Ferner suchen wir solche Exponenten 


daB die Produkte 
(20) ME, émis (X) 


Hauptideale in £ werden. 
Wir setzen noch 


w, = (1) (0 = w,, = 1—1) 
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und bestimmen ein System von Zahlen 


durch die folgenden Kongruenzen 
LAURE FUn+p Vers = 0 (), 


Vis + Fat Wonis = 0 (1), 


(21) V0 + logs Wnntp © 0 (?). 
Wir bilden nunmehr die GrüBen 
Um Um 
on 2 +? é TP 
(22) Ms...) ht... ko) 
wo aber w, ..., Uimpy Vice 0 Ur Zahlen der Reïhe 0 .../—1 


darstellen. Die linken Seiten der Kongruenzen (21) sind bis auf 
Vielfache von ! die Exponenten von t,,...7,. Infolge der 
genannten Kongruenzen kommt also r,...71, in (22) nur in 
einem durch / teilbaren Exponenten vor. 

Der Ausdruck œ* stellt mindestens, und wenn die Bedin- 
gungen (21) unabhängig sind. genau {"*? verschiedene Werte dar. 
Die Anzahl der Arten im Kôrper k# beträgt, wie gezeigt, l". Es 
giebt mithin sicher eine Art À, in der mindestens 
Zahlen der Gestalt o* vorkommen. 

Für die Reihe 


(23) (Un + 21 Vnpsr Va p) 


sind {”* Wertfolgen denkbar. Es müssen daher unter den !” 
Zahlen der Art À mindestens / ein und dieselbe bestimmte 
Wertfolge (23) aufweisen. Der Quotient zweier solcher Zahlen 
wird (multipliciert mit einer geeigneten / Potenz einer Zahl) eine 
ganze primäre Zahl des Kôrpers, von der Gestalt 


“tp ee 
3 vi z 
(24) D, — et .. e Em +p ku ds. En LEE Ce 
Die Exponenten 
VU; CEE 2e LE Umtps VA . + Va+1 


haben Werte aus der Reïhe 0,...,/—1 und sind nicht sämt- 
lich Null; « ist eine ganze oder gebrochene Zahl des Kürpers. 
Für die Folgende sollen zwei Zahlen des Kôrpers ,gleich- 
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wertig‘“ oder ,;ungleichwertig‘“ heïfen, je nachdem der 
Quotient die {te Potenz einer ganzen oder gebrochenen Zahl des 
Kôrpers ist, oder nicht. | 

Die Zahlen o* der Form (22) sind sämtlich ungleichwertig. 

Jetzt denke ich mir alle Zahlen der Art À mit ©,,0,...@" 
multipliziert. Da w,, sowie seine Potenzen primär sind, so ent- 
stehen immer wieder Zahlen derselben Art À. Es erleiden die 
Elemente der Art durch die Multiplikation cyklische Vertauschun- 
gen. Es zerfällt also À in lauter Cyklen der Form 


C'= (œœf) (e, — 0,1, --., 7—1) 


von je ? Elementen. Eine Zahl œ* der Form (22) erzeugt einen 
Cyklus 
C* = (o*of), 


dessen sämtliche ? Elemente Z/ bestimmten Elementen der Form 
(22) gleichwertig sind. Es entspricht also dem Cyklus C* ein 
System S, von ? Elementen der Form (22). Dasselbe System S$, 
entspricht sämtlichen Cyklen, deren Elemente mit den Elementen 
von S, gleichwertig sind. Es zerfallen die Zahlen œ* der Form 
(22), welche der Art À angehüren in lauter getrennte Systeme 
S, von je / Elementen. Die notwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür, da zwei GrôBen œ* und œ** der Form (22) dem- 
selben System S, angehôüren, lautet 


(25) o** — o*oAa, 


wo « eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl des Kürpers 
bedeutet. 

Die Art À ‘enthält mindestens {? (ungleichwertige) Zahlen o*, 
es giebt also mindestens !?* Systeme S, von ! Elementen, in 
welche dieselben zerfallen. 


Die Reiïhe 
(26) (Oups Vega ee Va +p) 


erlaubt {7* Wertfolgen. Greifen wir aus jedem System S, ein 
Element heraus, so haben wir /*-! Elemente von der Formel (22), 
welche durch keine Relation von dem Typus (25) verbunden sind. 
Unter diesen müssen mindestens ! dieselbe Wertfolge (26) 

c* 


aufweisen. Der Quotient Fe zweier derselben ist gleichwertig 


einer primären Zahl w, der Gestalt 
KgL Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 2. b 
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; “s+r mn, 211 0 
(27) CL ON VUS NET 
wo die « und v Exponenten wie vorher bedeuten, die nicht sämt- 
lich Null sind und «, eine ganze oder gebrochene Zahl des Kür- 
pers ist. Es findet keine Relation: 


(28) CORRE CAEN AT ET 


statt. Denn aus (28) würde sofort eine Relation von der Form 
(25) folgen. Daraus würde man aber schlieñen, das œ* und 
œ** demselben System $S, angehôren und so zu einem Wider- 
spruch gelangen. 

Jetzt denken wir uns alle Zahlen der Art À mit den ! 
GrôBen 


of1 0 (CAT = 0... l—1) 


multipliziert. Es entsteht wiederum jedesmal die Art À, und die 
Elemente erleiden gewisse Vertauschungen. Sei œ© eine Zahl in 
A. Die Zahlen der zweïifachen Cyklus 

C, = (oo) (e,e, = 0,1 - . . 1—1) 


1 2 


haben die Eigenschaft, daB sie sich untereinander vertauschen, 
wenn man sie in der angegebenen Weise multipliciert. Aus 
jeder Zahl o in À entsteht ein solcher Cyklus C,. Zwei Cy- 
klen, die ein Element gemeinsam haben, sind identisch. In- 
folgedessen zerfällt die Art À in lauter getrennte Cyklen von /? 
Elementen. 


Aus einer Zahl o* der Form (22) entsteht ein Cyklus 
C* = (o*ow%) dessen Elemente sämtlich gewissen ! Zahlen der 
Form «* gleichwertig sind. Es entspricht aber dem Cyklus C* 
ein System 5, von l{? Elementen der Formel (22). Dasselbe Sy- 
stem %, entspricht sämtlichen Cyklen, deren Elemente mit den 
Elementen von $, gleichwertig sind. Aus jeder Zahl w* der Art 
A entspringt ein Cyklus C,, also auch ein System 8. Zwei Sy- 
steme S,, welche auch nur ein gleichwertiges Element haben sind 
identisch. Infolgedessen zerfallen die Zahlen œ* in lauter ge- 
trennte Systeme $, von ungleichwertigen Elementen. Damit o* 
und &w** demselben Cyklus angehôren, muf also notwendige und 
hinreichende Bedingung die Relation 


(29) œ** — o*o4 of a 
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bestehen, wo e,,e, Exponenten 0 . ../—1 und « eine beliebige 
ganze oder gebrochene Zahl in # bedeutet. 

Die Anzahl der Systeme S, beträgt mindestens 77”. 

Die Reïhe 


(80) (Um + 49 Dep» + +) Ve +p) 

erlaubt !** Wertfolgen. Greifen wir aus jedem System S$, ein 
Element heraus, so haben wir /”* ungleichwertige Elemente. In- 
folgedessen müssen mindestens / dieselbe Wertfolge aufweisen. 


* 
Der Quotient ES zweier derselben ist gleichwertig einer 


ganzen primären Zahl œ, von der Form 


Grive Er A piTuLr + ‘5+3 
LUE COS, OMC Em 1 ‘. 341 "e+s Maps: 


Die Exponenten sind nicht sämtlich Null. Es besteht ferner 
im Hinblick auf die Relation (29) keine Gleichung. 


(81) oi = à, 
wo e,; €, Zahlen der Reïhe 0,..:., 1—1 


sind und «& eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl des Kr- 
pers bedeutet. 

Auf die gleiche Weiïise fahren wir nun fort. Es ist ersicht- 
lich, daB wir so p Zahlen 


D, Dyp + + y ©, 


gewinnen, die sämtlich primär und von der Form (22) sind und 
zwischen denen keine Relation 


(32) ot @ù . .. œr = « 


besteht, wo die Exponenten e, ...e, sämtlich von Null ver- 


schiedene ganze rationale Zahlen sind und « eine beliebige ganze 
oder gebrochene Zahl des Xôürpers bedeutet. 
Die Gleichungen 


(33) D = 0, À = 0,2%, = © 


P ï 


definieren p relativcyklische Kôrper 
B* 
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Die Diskriminanten dieser » Kôrper bezüglich des Grund 


kôrpers k sind infolge des Umstandes, daf w, ... ©, primär 
sind, zu / prim. Sie kônnen nur solche ideale Primfaktoren ent- 
halten, welche in den GrôBen 4, ... ka 41» - «+ aufgehen. 
Gelingt es nachzuweïsen, daf die Exponenten v,,... vx: sämt- 


lich Null sind, so folgt daraus, da8 diese Diskriminanten keinen 
Teiler enthalten und also 1 sind. Dieser Nachweïis ist das Ziel 
der nächstfolgenden Entwicklungen. 


Theorie der Polarisationscapacität. 


Von 
F. Krüger. 


(Aus dem Institut für physik. Chemie an der Universität Gôttingen.) 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Febr. 1903 von W. Nernst. 


Eine weitergehende Entwicklung der Theorie der Polarisations- 
capacität begann erst, nachdem von F. Kohlrausch!) die ältere, 
in zablreichen Arbeiten benutzte MeBmethode mittelst Gleichstrom 
durch die weit elegantere mittelst Wechselstrom ersetzt war. 
Kohlrausch selbst faft die Elektrode als Kondensator auf, d. h. 
er setzt das Verhältnis der durch eine elektrolytische Zelle ge- 
flossenen Elektricitätsmenge zu der Polarisation p an der Elektrode 
gleich einer Konstanten ©, der Polarisationscapacität; also wenn 
mit + die Stromstärke und mit { die Zeit bezeichnet wird 


J'id Te 
PEN me €, oder p = sit. (1) 


Für einen harmonischen Wechselstrom à — asinmi, wo a die 
m 


Amplitude, TR N die Wechselzahl bedeutet, ergiebt sich daraus 


a pr. at LA 
p = TJ/sinmitdt — sin (m2) (2) 
Die elektromotorische Kraft der Polarisation ist hiernach 
gegenüber dem Strom in der Phase um x/2 verschoben. 
Speziellere Vorstellungen entwickelte, ausgehend von wesent- 
lich anderer Grundlage, Warburg?) in seiner Theorie der Polari- 


1) F. Kohlrausch, Pogg. Ann. 148, p. 443. 1872. 
2) Warburg, Wied. Ann. 67, p. 493. 1899. 


60 | F. Krüger, 


sationscapacität sogenannter umkehrbarer Elektroden, d. h. von 
Elektroden in den Lôsungen der Salze ihrer Metalle. Nach dieser 
ist die Polarisation im wesentlichen bedingt durch die vom Strome 
bewirkte Konzentrationsveränderung der Lôüsung und die damit 
verbundene Diffusion. Die mathematische Verfolgung dieses Ge- 
dankens ergab als Hauptresultat, da die von der Stromampli- 
tude unabhängige Polarisationscapacität, d. h. die sogenannte Ini- 
tialcapacität, umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der 
Schwingungszahl sein muf, und zweïitens, daf die Phasenver- 
schiebung der Polarisation gegenüber der Stromstärke nur x/4, 
statt nach Kohlrausch 7/2, beträgt. Diese Theorie, die im 
Gegensatz zu der ersteren, der Ladungsstromtheorie, als Leitungs- 
stromtheorie bezeichnet wird, wurde bekanntlich von Elsa Neu- 
mann!) für Hg-Elektroden in H,SO,-Lôsung, gesättigt mit Hg, SO, 
” sowie für Ag-Elektroden in HNO,-Lôüsung, versetzt mit Ag NO,, 
im allgemeinen gut bestätigt. Allein es waren schon früher von 
M. Wien‘) an blanken unbeladenen Platinelektroden und von 
Orlich*) an Quecksilberelektroden in den Lüsungen der Salze 
leichter Metalle für die durch die allgemein geltende Gleichung 


(8) P = = * Sin (ne = ) 


definierte Phasenverschiebung # Werte von 3°—20° gefunden, die 
doch nach Warburg 45° betragen sollte. Ferner war in diesen 
Fällen die Capacität GC selbst konstant oder kam wenigstens einer 
Konstanten näher als C.Vm”. Dies Letztere fand auch E. Neu- 
mann bei Ag-Elektroden in HNO,, der kein AgNO, zugesetzt 
war. Es unterlag hiernach keinem Zweifel, da in gewissen Fällen 
auBer der Diffusion noch ein anderer Faktor eine Rolle bei der 
Polarisation spielt, bei dessen Ueberwiegen sich das Verhalten der 
Elektrode dem von Kohlrausch formulierten Grenzfall nähert, 
für den # — 0 und 6 — konst. charakteristisch ist, während, wenn 
sein Einfluf gegenüber dem der Diffusion verschwindet, die (e- 


setze 9 — . und C.Vm — konst. gelten. 


Betrachten wir die Vorgänge an der Elektrode im Lichte der 
neueren elektrochemischen Theorien, so läfit sich dies Verhalten in 
der That erwarten. Wie nämlich zuerst Helmholtz näher aus- 


1) E Neumann, Wied. Ann. 67, p. 499. 1899. 
2) M. Wien, Wied. Ann. 58, p. 37. 1896. 
8) E. Orlich, Inaugur.-Diss. Berlin 1896. 
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führte, muB sich an der Grenzfläche zweier auf verschiedenem 
Potential befindlichen Kôrper, also speziell an der Berührungs- 
stelle Metall-Lüsung eine elektrische Doppelschicht ausbilden. Diese 
Folgerung aus den Grundsätzen der Elektricitätslehre liegt be- 
kanntlich auch der Nernstschen Theorie der Lôsungstension zu 
Grunde, nach der die Belegung der Doppelschicht in der Lüsung 
von lonen gebildet wird. Die Flächendichte der Elektricität ist 
eine Funktion der Potentialdifferenz und, da diese nach der be- 
kannten Nernstschen Formel 


E = — In — 
n P 


von dem osmotischen Druck p der Ionen oder der diesen pro- 
portionalen Konzentration c abhängt, auch eine Funktion von c. 
Ein durch eine Zelle fliefiender Strom ändert primär in bekannter 
Weise die Konzentration c an der Elektrode, damit aber indirekt 
die Flächendichte der Doppelschicht. Diese Aenderung der Flächen- 
dichte mit der Aenderung der Konzentration erfolgt, ohne da 
von aufBen Elektricität zugeführt zu werden braucht, ebenso wie 
sich beim Eintauchen eines Metalles in eine Lüsung die Doppel- 
schicht ohne Ladungsstrom ausbildet, eine Auffassung, die be- 
kanntlich die Grundlage der durch die Palmaerschen') Versuche 
glänzend bestätigten Nernstschen Theorie der Tropfelektroden 
bildet. Die Ausbildung der Flächenbelegung resp. die Aenderung 
ibrer Dichte bedingt aber bekanntlich eine geringe Aenderung der 
Konzentration an der Elektrode, die, wie eine leichte Ueberlegung 
zeigt, stets die durch die Elektrolyse bewirkte Conzentrations- 
änderung vermindert um die zur Aenderung der Doppelschicht 
notwendige Menge, d.h. die Doppelschicht verhält sich ganz wie 
ein Kondensator, der einen Teil der durch die Zelle geflossenen 
Elektricitätsmenge in sich aufnimmt. Ist diese Menge groB, so 
sind wir dem Falle nahe, wo © — const und 8 — 0; ist sie 
klein, so gelten die Warburgschen Regeln ©.\/m” — const und 
9 — xj4. 

Es soll hier lediglich die sogenannte Initialcapacität behandelt 
werden. (Gregenüber den schwachen Strômen, die zu ihrer Messung 
verwandt werden dürfen, kann man die Doppelschichtencapacität 
jedenfalls als eine Konstante betrachten. Die Formeln sollen der 
Einfachheit halber für Elektroden in Lôüsung ihrer Salze ent- 


1) W. Palmaer, Zeiïtschr. f. phys. Chem. 25, p. 265. 1898. 
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wickelt werden, der ein Ueberschu$ eines Elektrolyten mit gleichem 
Anion zugesetzt ist !). 

Die z-Achse stehe senkrecht auf der Elektrode mit der posi- 
tiven Richtung nach der Lôsung zu, dann gilt für die Diffusion in 
dieser die bekannte Gleichung 


ûc dc 
@ & —*" 


wo c die Konzentration des als vollkommen dissociirt angenommenen 
Elektrolyten, x dessen Diffusionskonstante bedeutet. 

Käme die Doppelschicht nicht in Betracht, so würde nach der 
Rechnung von E. Neumann die Vermehrung des Metallsalzes an 
der Elektrode, an der z = 0 ist, betragen 


Re LA 
PARLE 


in Grammäquivalenten, wo & die Ladung eines gr-Ilons bedeutet. 


Da aber die Elektricitätsmenge e zur Ladung der Doppelschicht 


verbraucht wird, wobei Q die Dichte der Elektricität pro Flächen- 
einheit bedeutet, so haben wir für die Vermehrung der Con- 
centration 

bg es T2 00 nee eh Voile 


RS die 
da die Doppelschichtencapacität 
Cr ASRUR 


ist. q bedeutet hier die Oberfläche. 

Diese durch den Strom an die Elektrode herangeführte Salz- 
menge muf nun im stationären Zustande gleich der durch den 
entstehenden Diffusionsstrom fortstrômenden sein. Diese letztere 
Menge beträgt aber 


2x ôc OT M Ôc 
O=p+m(s) = CT rare 


1) Der Gang der Rechnung ist analog der von Warburg neuerdings 
(Ann. d. Phys. 6, p. 126. 1901) in seiner in formaler Bezichung teilweise 
übereinstimmenden Theorie der Polarisationscapacität des Platins gegebenen, be- 
züglich deren Erürterung auf meine demnächst erscheinende Dissertation verwiesen 
werden muf. 


æ 
qi 
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oder für einen Wechselstrom i = a sin mt 


—-sinmt = —4(5) © $E. 

q.€& (072 £g8=0 € ôt 

Da nun E bekanntlich eine Funktion von c ist, so kônnen wir 
schreiben 


dŒ ce) dc 
CA 


LM de), T0 
also ist: 
ôc C' /0E ôc 
für # = 0] sinmt = (5) +2 HSE (5) 


Als zweite Bedingungsgleichung bekommen wir, da im Innern 
der Lôüsung die Konzentration constant bleibt, für 


g = o|C—= CG (6) 
Unseren drei Gleichungen genügt das Integral 


& 


C = CORRE e F. cos (mt? +0), (7) 
qe £ 
worin 
2x 
£ — (ee 
ferner 
tg Ÿ : = 
(Se) 2m 
lle té 
e \ Ôc x 
und 
p = “9 


Für sehr schwache Strôme kônnen wir setzen 
dE _ EE, _ _p 


) 
ûc C—C, C—0, 


wo p die elektromotorische Kraft der Polarisation bedeutet. Also ist 


es Css) = = B-%-cos(mt+8)(5) 


…. a  sin®# /ÔE 2 AE ) 
= een (als sin (mé É #)). 


C=C% 
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Andererseits gilt für die Polarisation die oben erwähnte em- 
pirische Formel 


p E T= *sin (mt (5-8) 


Durch Vergleichung beider Ausdrücke findet man für die 
Capacität pro Flächeneinheit 


Ve 

(Ce & 2m 

q  [E “sin 
(ae). 


und für die Phasenverschiebung 


(8) G, — 


(9) tg9 = — 


Ist nun 


sehr groB gegen 1, so ist 
(10) tg9 — 


C' TE Re Nol 
F2 C=@% 


sehr klein und kann gleich sin ® gesetzt werden. In diesem Falle 
nähert sich also 9 der Null. Setzen wir ferner diesen Wert für 
+ in den Ausdruck für 6, ein, so ergiebt sich 


(1) En CE 


also gleich der Capacität der Doppelschicht. 
Da nun bekanntlich 


dre ET, es 
np €, 
ist, also 
a) sb FT sig 
0h 2 #10. UC 


ist, so wird dieser Fall dann eïntreten, wenn c, klein ist. Ist 
andererseits c, groB, so wird 


cé Ve 
SN) ee 
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sehr klein gegen 1, es wird dann also 


go —1, 9 —%, sing — TE (12) 


und 


€ x k! 
DE eV Ve F. 
OC /e= c9 


Hier haben wir also den Fall, der der von Warburg auf- 
gestellten Theorie entspricht, wo also der Einfluf der Diffusion 
den der Doppelschichtenbildung überwiegt. 

Nach der hier entwickelten Theorie läfit sich also ganz allge- 
mein bei allen Metallen in der Lüsung ihrer Salze voraussehen, 
daB bei gro$er Ionenkonzentration die Polarisationscapacität um- 
gekehrt proportional der Quadratwurzel aus der Schwingungszahl 
und # gleich . ist, daf dagegen bei geringer Konzentration die 
Capacität konstant und # gleich Nall ist. Da nun wahrscheinlich 
die Doppelschichtencapacität sich mit der Natur des Metalls und 
der die Belegung bildenden Ionen, wenn auch etwas, so doch 
nicht beträchtlich, zum mindesten nicht in der GrüBenordnung 
ändert, so haben wir im letzteren Falle nicht nur eine konstante, 
sondern auch für alle Metalle angenähert gleiche Capacität zu 
erwarten. Für sehr schnelle Schwingungen, d. h. für sehr groBes 
m wird der Einfluf der Diffusion, wie die Formeln zeigen, auch 
bei groBer Ionenkonzentration verschwinden, daher lediglich die 
konstante Doppelschichtencapacität zur Geltung kommen. Da sich 
die Ionenkonzentration in der Nähe einer Elektrode durch 
eine angelegte Gleichstromspannung beliebig ändern läfit, so kann 
man voraussagen, daf mit Zunahme einer kathodischen Polarisa- 
tion, z. B. an einer Hg-Elektrode, also mit Abnahme der Ionen- 


Je 


konzentration, die Capacität, die anfangs dem Gesetz © — Tr 
mn 


gehorcht, mehr und mehr von » unabhängig wird und & von 
. aus sich der Null nähert. 


Dieselben Ueberlegungen gelten natürlich ebenso für Platin- 
oder Palladiumelcktroden, die z. B. elektrolytisch, sci es kathodisch 
oder anodisch, mit (Gas beladen sind. Nur wird hier durch den 
Strom nicht die Ionenkonzentration in der Lüsung geändert, sondern 
die Beladung der Elektrode, also in der Formel 


5 x ? 
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nicht », sondern die Lüsungstension P, die der Gasbeladung parallel 
geht. Da die Gasbeladung mit der Erhôhung einer, sei es katho- 
dischen oder anodischen Gleichstrompolarisation zunimmt, so wird 
hier mit Zunahme der angelegten Spannung mehr und mehr der 
Eïinfluf der Diffusion im Metall zur Wirkung kommen, also die 
Capacität wachsen und umgekehrt proportional der Quadratwurzel 
aus der Schwingungszahl werden, wie Ersteres schon Scott), 
Letzteres Schônherr?) an Platinelektroden, die stark mit Wasser- 
stoff beladen waren, fand. 

Die Theorie lief sich besonders in Bezug auf die Aenderung 
der Abhängigkeit der Capacität von der Schwingungszahl mit der 
Konzentration bestätigen einmal in n.H2SO1, gesättigt mit 
Hg: SO4, wobei die Konzentration an der Elektrode durch eine 
angelegte Gleichstromspannung variirt wurde. Im unpolarisirten 
Zustande wurden in Uebereinstimmung mit den Resultaten E. 
Neumanns die Warburgschen Gesetze € — de und # — _. 

m 

bestätigt. Nur änderte sich die Capacität etwas stärker mit der 
Schwingungszahl als umgekehrt proportional Vm, ein Gang, der 
undeutlicher auch in den Messungen E. Neumanns zu erkennen 
ist und aus dem später noch zu besprechenden Einflusse der nicht 
vülligen Dissoziation zu erklären sein dürfte. Wie die Theorie 
voraussehen läft, sank schon bei kathodischer Polarisation mit 
ca. 0,1 Volt, durch welche die Ionenkonzentration auf etwa den 
8000. Teil herabgesetzt wird, die Capacität auf den 30.—40. Teil 
ibres ursprünglichen Wertes und näherte sich merklich der Kon- 
stanz. Von einer Polarisation mit 0,2 Volt an zeigt sich dann die 
Capacität bis auf wenige Prozente als unabhängig von der Schwin- 
gungszahl, wofür folgende Tabellen ein Beispiel geben: 


Tabelle 1. 


Hg-Elektrode mit einem Durchmesser von 4,5 mm, ca. 36 
Stunden kathodisch polarisirt mit 0,322 Volt, Potentialdifferenz 
gegen die H2-Elektrode: — 0,329 Volt. 


N? | © ARNO 
250 anf. | 5,10 | 202 
250 end. 5,24 208 
125 4,75 133 

62,5 5,72 113 


1) Scott, Wicd. Ann. 67, p. 388. 1899. 
2) P. Schônherr, Ann. d. Phys. 6, p, 116, 1901. 
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Tabelle 2. 
Hg-Elektrode mit einem Durchmesser von 1,15 cm, ca. 8 Stunden 
kathodisch polarisirt mit 1,120 Volt, Potentialdifferenz gegen die 
H:-Elektrode: + 0,469 Volt. 


ARCS RE NE RP 
250 anf. | 8,78 | 348 
250 end. 8,32 330 
195 9,03 253 

62,5 9,33 185 


Eine geringe Zunahme der Capacität mit der Schwingungs- 
zahl ist in den meisten Versuchen noch erkennbar und dürfte auf 
einen geringen Einfluf der Diffusion zu schieben sein. Im wesent- 
lichen aber ist mit Abnabme der Konzentration die Capacität 
unabhängig von der Schwingungszahl geworden, wird also nur 
noch durch die Doppelschichtenbildung bedingt. Dies Resultat er- 
gab sich ebenso in Lüsungen von n-KCNS +;,15n-HgCNS, von 
KJ+,15n-HgJe, sowie in n-K2S+;15n-HgS. In letzterer 
Lüsung war die Capacität schon im unpolarisirten Zustande der 
Elektrode sehr angenähert konstant, was sich leicht daraus er- 
klärt, da in dieser Lüsung die Hg-Ionenkonzentration schon an 
und für sich ganz auBerordentlich gering ist. Die Uebereinstimmung 
des allerdings nur angenähert bestimmbaren Wertes der Capacität 
pro cm° zu 6—7M.F, mit dem von Schôünherr!) für Platin, dem 
intensiv die Gasbeladung entzogen war, gefundenen (7 M.F.) dürfte 
als weitere Bestätigung der Theorie aufzufassen sein. Hinsichtlich 
des weiteren experimentellen Materials muB auf die Dissertation 
verwiesen werden. 

An unpolarisirten Hg-Elektroden in Lôüsungen von KCNS und 
KJ versetzt mit den entsprechenden komplexen Hg-Salzen zeigte 
sich die auffallende Thatsache, da die Capacität trotz der äuferst 
geringen Îonenkonzentration auferordentlich gro8 war und mit 
der Schwingungszahl stärker veränderlich als umgekehrt pro- 
portional Vm. (Tabellen siehe Dissertation.) 

Die erste Thatsache erklärt sich ohne weiteres aus dem be- 
kannten Verhalten der Komplexsalze, die die herauselektrolysirten 
Hg-lonen sehr schnell nachliefern. Die letztere dagegen läft sich 
aus dem alleinigen Einfluf der Diffusion der komplexen Anionen 


nicht deuten, dagegen fübrt zu ihrer Erklärung die Annahme einer 


1) loc. cit. 
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endlichen Geschwindigkeit der Dissociation derselben in die Hg-Tonen 
und die entsprechenden Anionen. Die Geschwindigkeit von Ionen- 
reaktionen ist nun zwar bekanntlich sehr grof, d. h. sie zählt nach 
Bruchteilen einer Sekunde, jedoch berechtigt nichts dazu, sie als 
unendlich gro zu betrachten. Es wurde vielmehr auch bereits 
die Annahme einer endlichen Dissociationsgeschwindigkeit von 
Nernst!) benutzt bei der Erklärung des anodischen Zersetzungs- 
punktes bei 1,08 Volt aus der Dissociation 
ON 01H 

ferner von Caspari*) bei der Deutung seiner Versuche über 
Ag-Abscheïidung. Betrachten wir also die Geschwindigkeit von 
Ionenreaktionen als kommensurabel mit der Schwingungsdauer 
unserer Wechselstrôme, so muf deren Einfluf hier in Erscheinung 
treten. 

Bei einer sebr geringen Konzentration des nur teilweise disso- 
ciirten Salzes wird der EinfluB der Dissociation ebenso wie der 
der Diffusion von dem der Doppelschichtenbildung überwogen. In 
einer Lôüsung mittlerer Konzentration dagegen kann sowohl der 
Einfluf der Diffusion wie der der Dissociation zur Geltung kommen. 
Der der letzteren ist nun offenbar folgender. Da die erwähnte 
Reaktion mit endlicher Geschwindigkeit verläuft, so wird die in 
jedem Moment vorhandene Hg-lonenkonzentration nicht die dem 
Gleichgewicht entsprechende sein. Die Polarisation hängt nun aber 
nach der Nernstschen Formel lediglich von der Ionenkonzen- 
tration ab, diese, also auch die Polarisation ist daher eine andere, 
als sie bei unendlich grofer Reaktionsgeschwindigkeit sein würde, 
und zwar ist, wie leicht einzusehen, die Polarisation stets grôBer, 
die Capacität also kleiner als ohne diesen Einfluf. Diese Diffe- 
renz zwischen der dem Reaktionsgleichgewicht entsprechenden 
Polarisation und der thatsächlich vorhandenen wird jedoch im 
Vergleich zu der Gesamtpolarisation klein sein, solange diese selbst 
relativ groB ist. In dem Gebiete mittelstarker Konzentration wird 
daher der Einfluf der Dissociationsgeschwindigkeit gegenüber dem 


der Diffusion nur gering sein, d. h. hier gelten wenigstens ange- 
nähert die Gesetze 6 = -/: und & = À 


m 
Bei sebr hoher Konzentration des Salzes würde die Elektrode, 
wenn die Reaktionsgeschwindigkeit unendlich grofi wäre, schlief- 
lich unpolarisirbar werden. Da die Geschwindigkeit jedoch endlich 


1) Nernst, Ber. d. deutsch. chem. Gesellsch. 30 (2), p. 1547. 1897. 
2) Caspari, Zcitschr. f. phys. Chem. 30, p. 89. 1899. 
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ist, wird auch noch Polarisation in diesem Grenzfalle vorhanden 
sein. Die Diffusion spielt hier keine Rolle mehr, also muB im 
stationären Zustande in dem an der Grenzfläche gelegenen Volumen 
der Lüsung von der sehr geringen Dicke Ôôx, in dem die Polari- 
sationserscheinungen sich abspielen, die in jedem Moment durch 
den Strom hinzugeführte Hg-Ionenmenge gleich der infolge der 
Reaktion 
Hg+A — HgA, 

wo À ein beliebiges Anion bezeichnet, verschwindenden sein. Be- 
zeichnet also c die Konzentration der Hg-lonen, c' die des un- 
dissocürten Bestandteils, so ist bekanntlich 


d 
— = ke —%,.c!, (14) 


wo k, und #, die Geschwindigkeitskoëffizienten bedeuten. Es sei 
ferner r die in gr-Aequ. ausgedrückte, in dem Volumen von der 
Grundfläche q und der Dicke ôx enthaltenen Menge von Hg-Ionen, 
so ist 
r = Ô%.q.c, 
also 
TH — k,.0xæ.q.c—k,.ôæq.c!. 


Die Konzentration des undissociurten Bestandtheiles c' ist hier 
nach dem Obigen als konstant zu betrachten, sodaB wir auch 
schreiben kônnen 


= k, ; (15) 


= F0. und = 1#,.07.0c. 


Die in der Zeiteinheit demselben Volum durch den Strom 
à — asinmt zugeführte Menge ist 


—.sin mt — gsin mi, 
wo & die an ein gr-lon gebundene Elektricitätsmenge. bedeutet 
und g = . gesetzt ist. 


Also haben wir 


k'—k, — gsinmt, (16) 
oder 2 
DATI 
cire Li re mé, (17) 


= Vh +} sinmt, 
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?’ 

= " und &! = Ÿ. 
Bekanntlich ist die Polarisation oder die Potentialdifferenz 

der polarisirten Elektrode gegen eine andere, ihr gegenüber- 

stehende und im Vergleich mit ihr sehr groBen, sodaB an dieser 

keine Polarisation auftritt, sondern die ursprüngliche Konzentration 

c, erhalten bleibt, 


= — 


Setzen wir für c den obigen Wert ein, so ergiebt sich 


(18) PORN, Lire ns 


n CA 
RTS. (Riu his 
_ CE + Ssinm), 

oder, nach Eïinsetzung der Werte für k!' und &!/, 

A hl, (CR, g ; 

Le (S %, lq.dér. là sin mt) 

Nun ist 
er 


wo k die Dissociationskonstante bedeutet, und ferner bekanntlich !) 


k, 
k TT &, 9 
also ergiebt sich 
RT a : 
(19) p — an (+ reine), 


nachdem für g wieder _ gesetzt ist. 


Der Ausdruck —%.sinm# ist aber klein gegen 1, da 

ë.q.02x.c 
in seinem Zähler die Stromamplitude a steht, welche wir ja von 
vornherein in Rücksicht auf die Initialcapacität sehr klein gewählt 
haben. Entwickeln wir daher den Logarithmus in eine Reïhe, s0 


kôünnen wir uns auf das erste Glied beschränken und erbalten 


RT a ; 
F0) PEN ae 


0 


1) cf. Nernst, Theoret. Chem. IIL. Auf. p. 404. 
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Da wir als allgemeine Gleichung für die Polarisation bei sinus- 
fôrmigem Wechselstrom wieder haben 


Me 4 
re ts) 
so ergiebt sich aus dem Vergleich beider Formeln für die Capa- 
cität 


2.n.e.q.0%. ci k' 


SD Rs Tant EE, mi @D 
wenn wir setzen 
Les 2neqôx ci 
BTE 
und für die Phasenverschiebung 
ÿ — . — 90. (22) 


In diesem Grenzfalle ist also die Capacität umgekehrt pro- 
portional der Schwingangszahl m und direkt proportional dem 
Quadrat der Hg-lonenkonzentration oder der ersten Potenz der 
Konzentration des undissociirten Bestandteiles. 

Bei sehr hohen Schwingungszahlen kann wiederum der Einfluf 
der Doppelschichtencapacität sich bemerkbar machen, er soll daher 
hier noch in Rechnung gezogen werden. Da die infolge der Doppel- 
schichtenbildung in jedem Moment fortgenommene Ionenmenge gleich 


TL. c(É) _. ist, so bekommen wir, wenn wir wieder be- 
achten, daf in jedem Moment die an die Elektrode herangeführte 
Menge im stationären Zustande gleich der fortstrôomenden sein 


mu, 


greg. .8e.c +10". ( 


a ee gsinmit, (23) 


Creer Ti 

Es ist dies eine Ricatische Differentialgleichung mit einem 
transcendenten Coëfficienten. Da ihre Integration durch Quadratur 
daher ausgeschlossen, die durch Reïhenentwickelung die Behand- 
lung der Frage jedoch komplicirter machen würde, soll hier der 
Einfachheit halber der Fall betrachtet werden, daB die Reaktions- 
geschwindigkeit nicht der zweiten, sondern der ersten Potenz der 
Ionenkonzentration proportional ist, wodurch der Charakter der 
Erscheinung nicht wesentlich geändert wird. Man würde diesen 
Fall bekommen, wenn man der Lüsung ein zweites, aber stark 
dissocürtes Salz mit dem gleichen Anion zusetzte; denn dann 
würde, da ja die Anionenkonzentration konstant bliebe, die Ab- 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1008. Hoft 2. 6 
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nahmegeschwindigkeit der Metallionen proportional der ersten Po- 
tenz ihrer eigenen Konzentration sein. 
Die Gleichung geht dann über in 


oc a . 
(4) g.k.8r.m.e— gl dm.0+2.0. (Se). = <sinm, 
wo 7 die konstante Konzentration der Anionen bedeutet. Durch 
Umformung ergiebt sich à 


s.k,.0%.n.c 8.k,:07.c 


a , 
(25) nn rares TE CC 
OC Je = 0 Je à de 
— —k}.c+k;+8k;.sinmt, 
wo 
; e.k,. 0x. sk, 0% s0! ; a 
oc. ÔC Je = ç9 ôc /.— 


Die Integration der Gleichung ergiebt 

_ R+ 7 (4! sin mé — m cos mt) + K. FE e 

wo X eine dite Nate bedeutet. Das mit ihr multiplicirte 
Glied wird für £ — oo gleich Null, praktisch ist es schon nach 


einiger Zeit zu vernachlässigen. Unter Berücksichtigung dieses 
Umstandes und durch Umformung findet man 


k! k 


(26) C = rl Ve - sin (mt — Ÿ), 
wo 
m 


1 


Auf demselben Wege wie oben erhält man für die Polari- 
sation 


R Tige 
27 Æ —. —"$ 
(27) Pine 


und durch abs mit dem allgemeinen Ansatze für p 


* sin (mt — w), 


2 PAUÇ SE MS: PI 2 
(28) Ÿ 5 Ÿ MT 


und 


_an.0. VK® + mi 
Fe LA] Rs SR TIME EE 
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Durch Eiïnsetzen der ursprünglichen GrôBen ergiebt sich 


: m0 (5) 
tré —=.t (5) — dre 
8 8(2 8. 0%.n 
oder, da 
Entre 
dc/é= nice, à 
m.R.T.C"' 
t8v e.k.0r.n.n.c 1) 


Die Tangente des Winkels y, der die Abweichung der Phasen- 
verschiebung von 90° darstellt, ist also direkt proportional m». 
Für die Capacität finden wir 


__n.g.@.C' [ÔE e.k,.0œ.17 \°, , 
se Gi. VC à +m* (81) 
C = 


oc 


Falls »° klein gegenüber dem andern Glied unter der Wurzel 
ist, also für nicht sehr hohe Schwingungszahlen, ist 


GE — g.e.k,.0x.n.1n.0c, 
Fe m.RT £ 


oder für die Capacität pro Flächeneinheit 
C e.k,.0x.n.n.0 
1 00 m.RT 


Die Capacität ist also auch hier umgekehrt proportional m. 
In diesem Falle wird 


(82) 


! 


C 


1 


y also jedenfalls sehr klein. 
Für hohe Schwingungszahlen aber ergiebt sich 


D RACE LL (34) 


also gleich der Doppelschichtencapacität. 

Das Verhalten der Hg-Elektroden in den erwähnten Komplex- 
salzlüsungen fällt in das Zwischengebiet, in dem sowohl Diffusion 
wie endliche Dissociationsgeschwindigkeit wirksam sind, da in ihnen 
die Konzentration des Salzes noch nicht gro8 genug ist, um als 
konstant betrachtet werden zu künnen. Es dürfte nicht ausge- 

6* 


74 F. Krüger, Theorie der Polarisationscapacität. 


schlossen sein, daBf man durch diesbezügliche Messungen zu einer 
wenigstens angenäherten Bestimmung der Geschwindigkeit von 
Ionenreaktionen gelangen kônnte. 

Nach den Versuchen von M. Wien’) nähert sich ferner das 
Verhalten des mit Palladiumschwarz überzogenen und mit Wasser- 
stoff stark beladenen Palladiums sehr stark dem Grenzfall, in dem 


CE — = und ÿ — . ist. ÆEs erklärt sich dies nach dem Obigen, 


wenn man mit Hoitsema?) annimmt, da8 der Wasserstoff im 
Palladium bei starker Beladung teils ein-, teils zweiatomig gelôst 
ist, also die Reaktion 

2H = H, 


erfolgte. Die Annahme einer Palladiumwasserstofflegirung dürfte 
allerdings ebenso zu einer Erklärung führen. 

Unter Berücksichtigung von Doppelschichtenbildung, Diffusion 
und endlicher Dissociationsgeschwindigkeit ergiebt sich also eine 
das ganze Grebiet einigermafen umfassende Erklärung der Polari- 
sationserscheinungen, deren drei Grenzfälle wir sämtlich am Palla- 
dium beobachten künnen: Im unbeladenen Zustande herrscht nur 
der Einflu8 der Doppelschichtenbildung, daher ist 6 — konst und 
9 — 0 oder wenigstens klein; bei mittlerer Beladung oder Wasser- 
stoff konzentration der der Diffusion, hier gelten die Warburgschen 


k : 
Gesetze CE — a und à — TL; bei starker Beladung der der end- 
ni , 
lichen Dissociationsgeschwindigkeit, für die 6 — 2. und # — = 
charakteristisch ist. Für sehr schnelle Schwingungen aber müfte 
sich in allen drei Fällen die von der Schwingungszahl m unab- 
hüngige Doppelschichtencapacität ergeben. 

Für die Anregung zu dieser Arbeit, sowie für das stete, 
fôrdernde Interesse an meinen Versuchen spreche ich Herrn Prof. 
Nernst meinen wärmsten Dank aus. 

1) M. Wien, Ann. d. Phys. 8, p. 372. 1902. 

2) Hoitsema, Zecitschr. f. phys. Chem. 17, p. 1. 1895. 


Ueber Molekulargewichtsbestimmungen bei sehr 
hohen Temperatur en. 
(Mit 1 Figur.) 


Von 
W. Nernst. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 7. März 1908. 


Die hôchsten bei Dampfdichtebestimmungen bisher von Nilson 
und Petterson, V. Meyer und neuerdings von Biltz!) er- 
reichten Temperaturen liegen bei etwa 1700°-—1800° ; der Schmelz- 
punkt der bisher benutzten Platin- oder Porzellangefäfie bot cine 
unübersteigbare Schranke. 

Bei der grofen Bedeutung, welche Dampfdichtebestimmungen 
für die Chemie der hohen Temperaturen besitzen, und angesichts 
der Thatsache, daB schon bei einer Steigerung der Temperatur um 
einige hundert Grade zahlreiche Substanzen den Gaszustand an- 
nehmen, die bei den bisher der Messung zugänglichen Teperaturen 
eine zu kleine Dampfspannung besitzen, habe ich mich bereits seit 
einer Reihe von Jahren mit diesem Probleme beschäftigt; nach 
zahlreichen vergeblichen Vorversuchen in dieser Hinsicht kann ich 
nunmehr eine Methode beschreiben, die bis zu ca. 2000° und 
vielleicht noch hüher relativ sichere und genaue Messungen er- 
môüglicht. 

1. GefäBmaterial. Versuche, aus Gemischen seltener 
Erden gasdichte GefäifBe zu brennen, führten bisher nicht zum 
Ziele, doch môchte ich es keineswegs für hoffnungslos ansehn, aus 
solchen Materialien porzellanartige, dabei aber in hohem Grade 
feuerfeste GefäBe herzustellen. Nachdem aber die Firma Heracus 
in neuester Zeit es zu Wege gebracht hat, das bekauntlich schr 


1) Zeitschr. physik, Chemie; 19, 385 (1896). 
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sprôde Iridium bearbeiten zu kônnen, war die Môglichkeït der 
Herstellung von (GefäBen gegeben, die Temperaturen von 2000° 
und mehr vertragen kônnen. 

2. Meflmethode. Als solche kommt wohl nur das 
V. Meyer’sche Luftverdrängungsverfahren in Frage. Freilich 
nôthigte die Schwierigkeit, grôfiere GefäBe längere Zeit konstant 
auf ca. 2000 zu erhalten, einerseits, der hohe Preis des Iridiums 
andererseits, die Methode in äuBerst kleine Dimensionen einzu- 
zwängen. Das Volumen des auf nahe gleich hoher Temperatur 
befindlichen Theiles der Birne betrug bei den definitiven Versuchen 
ca. 2,b cem und dementsprechend durfte das Volumen der ver- 
gasten Substanz den Werth von 1 cem jedenfalls nicht erheblich 
übersteigen. Bei Zimmertemperatur gemessen beträgt das ver- 
drängte Luftvolum dann nur ca. 0,183 cem, das genau bestimmt 
werden muñte ; es gelang dies in einfachster Weïise durch Messung 
der Verschiebung, die ein kleiner Quecksilberfaden in einer ge- 
theilten und kalibrierten Glaskapillare infolge der aus dem Iridium- 
gefäB verdrängten Luft erfuhr. 

Natürlich handelt es sich dabei um sehr geringe Substanz- 
mengen, die zur Verdampfung gelangten und häufig nur nach 
Bruchtheilen eines Milligramms zählten. Die gewühnlichen Wagen 
versagten also und ich mufite mir daher für meine Zwecke eine 
ungewôhnlich empfindliche Wage konstruiren. Da bei der Wägung 
eine Genauigkeit von Bruchtheilen eines Prozentes mehr als aus- 
reichend ist, so gelang die Lôüsung dieses Problems verhältnis- 
mäfig einfach; ich baute mir nämlich aus einem dünnen Glasfaden 
eine Wage, die nach Art einer gewühnlichen Briefwage funktionierte; 
anstatt einer Schneide diente ein auf den geeignet gebogenen 
Glasfaden aufgekitteter Quarzfaden, der von einem gabelfürmigen 
Messingstativ gehalten wurde, d. h. ich benutzte das Prinzip einer 
Torsionswage. Der Glasfaden lief in einem Zeiger aus, der über 
einer in 0,5 mm getheilten Glasskala spielte und mittelst Fernrohr 
abgelesen wurde. Der einfache Apparat bewährte sich vorzüglich; 
er soll, da er auch für chemische Analysen (Atomgewichtsbe- 
stimmungen) mit sehr kleinen Substanzmengen sich brauchbar 
erwiesen hat, an anderer Stelle eingehend beschrieben werden. 
Hier sei nur noch mitgetheilt, daB bei Beginn der definitiven 
Messungen ein Theilstrich (0,5 mm) 0,0378mgr, nach AbschluB der- 
selben 0,0380 mgr entsprach; durch mehrfache Wiederholung der 
Wägung konnte die Genauigkeit derselben leicht auf 1—2 Tausend- 
stel mgr gesteigert werden. Die Aïchung der Wage geschah 
mittelst eines genau gewogenen dünnen Platindrahtes, der in eine 
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Anzahl môglichst gleicher Theile von ca. 1 mgr Gewicht zer- 
schnitten wurde. 

8. Heizvorichtung. Mit Hülfe eines grôferen Knallgas- 
gebläses würden sich leicht die gewünschten, hohen Temperaturen 
erzielen, schwieriger aber konstant erhalten lassen. Der fürchter- 
liche Lärm eines solchen Gebläses macht das Arbeiten damit aber 
keinesfalls zu einer Annehmlichkeït ; eine gut regulirbare elektrische 
Heïizung war jedenfalls vorzuziehen. Zunächst suchte ich rôhren- 
fôrmige Widerstandsôfen aus geeigneten feuerfesten Leitern 
zweiter Klasse zu verwenden, die sich aber schlieflich für den 
vorliegenden Zweck in mehrfacher Hinsicht weniger brauchbar er- 
wiesen; hingegen bewährten sich ausgezeichnet Iridiumrôühren, die 
mit Hülfe eines niedriggespannten Wechselstromes erhitzt und von 
der Firma Heraeus in grôBter Vollkommenheit hergestellt wurden. 

4 Temperaturmessung!). Dieselbe geschah auf photo- 
metrischem Wege; unterhalb des senkrecht angeordneten Iridium- 
ofens (vgl. Figur) befand sich ein elektrolytischer Glühstift, der für 
verschiedene Stromstärken photometriert worden war. Indem mit 
Hülfe gefärbter Gläser die Helligkeit des Stiftes der des Iridium- 
gefäfes gleich reguliert und der dazugehôrige Strom des Stiftes 
gemessen wurde, konnte die Lichtemission E der Iridiumbirne pro 
mm? ohne weiteres berechnet werden. Da ferner letztere innerhalb 
des auf gleicher Temperatur befindlichen Iridiumrohres sich befand, 
so konnten unbedenklich die Strahlungsgesetze des schwarzen 
Kôrpers als gültig angenommen werden: ob der Vergleichsstift 
als schwarzer Kôrper strahlt oder nicht, kommt dabei nicht in 
Frage. 

Im Folgenden sind die aus den Lichtemissionen nach Lummer 
und Pringsheim?) berechneten Werthe der Temperaturen in 
Celsiusgraden neben E in Klammern beigefügt; übrigens geht be- 
kanntlich die Temperatur nicht in die Berechnung des Molekular- 
gewichts nach V.Meyer’s Methode ein. Die Temperaturberechnung 
ist zur Zeit nur eine annähernde, dürfte aber demnächst, sobald 
wir im Besitze weiterer Messungen der optischen Helligkeit in 
ihrer Abhängigkeit von der Temperatur sein werden, relativ genau 
werden. Im Folgenden sind aus dem Werthe 0,5 Hefnerkerzeen 


1) Die hier beschriebene Methode, die ich bereits seit längerer Zeit verwende, 
läuft im Prinzip auf das inzwischen von Holbor n und Kurlbaum (Berl. Acad. 
Ber. 1901, S. 712) beschriebene optische l’yrometer hinaus, dürfte aber bei so 
hohen Temperaturen durch Verwendung elektrolytischer Glühstifte besonders ein- 
fach und genau werden. 

2) Vgl. dazu Rothmund, diese Nachrichten, 1901, Heft 3. 
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pro mm? bei 1690° die Temperaturen unter der Annabme be- 
rechnet worden, daB die Helligkeit mit der vierzehnten Potenz 
der Temperatur ansteigt!). 


Ï 


Iridium-Eimner 


7 SALISAL III LAIT, 
D 64 AAA 

AAA TI PDP 
100914 010010011161 7014 49 


b. Beschreibung des definitiven Apparats. Alles 
Nähere dürfte nunmehr aus beiliegender Zeichnung verständlich 
werden. Starke Kupferleitungen führten zu dem aus einem Iri- 
diumrohr gefertigten und mit angelôtheten Platinscheiben ver- 
sehenen Ofen, der ca. 2000—3000 Watt von der dickdräthigen Wicke- 
lung eines Oeltransformators empfing. Zum Wärmeschutze war 
das Iridiumrohr von gebrannter Magnesia und diese von einem 
Asbestmantel umgeben. Nach unten blieb das Iridiumrohr offen; 


1) Vgl. dazu Lu mmer, Electrotechn. Zeitachr. 23, 812 (1902), 
6 
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es konnte so mittelst eines unter dem Lichtstift befindlichen 
Spiegelchens bequem die Strahlung des letzteren mit der des Iridium- 
gefäfes verglichen werden. 

Als Iridiumgefäf diente bei den ersten Versuchen ein reagenz- 
glasähnliches GefäB, das oben mit Platin verschlossen wurde; um 
dem Innern einen birnenfôrmigen Inhalt zu geben, befand sich im 
oberen Theïle ein Magnesiarohr. Auch hiermit wurden leidliche 
Zahlen gewonnen; Herr Dr. Riesenfeld, der diese Messungen 
ausgeführt hat, wird darüber an anderer Stelle berichten. Vor 
einigen Monaten jedoch überraschte mich die Firma Heraeus, die 
an all diesen Arbeiten stets das wärmste, thatkräftigste Interesse 
nahm, mit einer richtigen ,Iridiumbirne“, die ein Kunstwerk ersten 
Ranges ist und mir mit grüBter Liberalität von der Firma Heraeus 
zur Verfügung gestellt wurde; dieselbe wurde bei den hier mit- 
getheilten Versuchen ausschlieflich benutzt. 

An die Birne, deren oberer, kapillarer Theil durch eine von 
Wasser durchstrômte Kupferspirale gekühlt wurde, schloB sich mit 
Gummiverbindungen die Fallvorrichtung an, die in der bekannten 
Form aus Messing gefertigt war. Die zur Ablesung der ver- 
drängten Luftvolumina dienende Glaskapillare war ebenfalls mit 
Gummi dicht angesetzt. 

Die gewogenen Substanzmengen wurden in Iridiumeimerchen 
der beigezeichneten Grôüfie gefüllt und vor dem Versuch auf die 
Fallvorrichtung gebracht. Nach jedem Versuch wurde, ohne sonst 
etwas zu ändern, das IridiumgefäB mit einer Platinkapillare aus- 
geblasen, sodaf in der Regel 3—4 Versuche rasch hintereinander 
ausgeführt werden konnten. 


Versuchsergebnisse. 


1. Kohlensäure. Als Substanz zur Prüfung des Apparats 
benutzte ich Kohlensäure, die sich nach Hineinbringen eines 
Stückchen gewogenen Kalkspaths in genau bekannter Menge ent- 
wickelte. Eine merkliche Dissociation ist, solange Sauerstoff im 
UeberschuB vorhanden ist, bei den hier in Betracht kommenden 
Temperaturen ausgeschlossen. In den folgenden Tabellen bedeutet 
n den an der Skala abgelesenen Ausschlag, 4 die vergaste Sub- 
stanzmenge in mgr, welche in diesem Falle durch Multiplikation 
der angewandten Kalkspathsubstanz mit 0,4396 erhalten wird. 

Da der Werth eines ca. 0,5 em langen und in fünf Unterab- 
theilungen getheilten Skalentheïls 0,0215 cem beträgt, so berechnet 
sich das Molekulargewicht der vergasten Substanz, wenn » den 
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Ausschlag in Skalentheïlen bedeutet, zu 


A+at)760 9. 
0,001293—0,0215F n? 


die Temperatur { der Glaskapillare betrug bei der folgenden Ver- 
suchsreihe 15°, der Barometerstand B 751mm; es wird dann, 
wenn wir auBerdem g in Milligramm, anstatt in Gramm, aus- 
drücken: à 


M — 28,88 


9 n M 
0,83017 7,58 44,1 
0,117 13,50 42,0 
1,222 32,34 419 

Es betrug E 3,11 Hefnerkerzen (1970°). 

Die Zahlen liegen dem theoretischen Werthe (44) hinreichend 
nahe. Vielleicht ist der Umstand, da bei Anwendung grôüBerer 
Substanzmengen die Zahlen etwas kleiner werden, so zu deuten, 
daB dann der vorhandene Luftsauerstoff nicht ausreicht, um die 
Dissociation vüllig zurückzudrängen; es kann sich aber auch um 
Versuchsfehler handeln. 

1. Quecksilber. Bei den nachfolgend beschriebenen 
Versuchen, in denen es sich nicht, wie bei der Kohlensäure, um 
eine bei Zimmertemperatur gasfôrmige Substanz handelt, zeigt sich 
stets die Erscheinung, daB der Quecksilberfaden, der sofort nach 
dem Einbringen der Substanz einen Ausschlag gab, hierauf all- 
mählich zurückging, wie folgende Tabelle zeigt : 

Zeit in Sekunden. Stand des Quecksilberfadens. 


0 16,20 
15 16,60 
30 17,10 
45 17,60 
60* 17,88 
67 23,10 
75 22,70 
90 22 00 

105 21,36 
120 21,46. 


Bei 60 lieB man die Substanz hineinfallen; man sieht, wie der 
Ausschlag anfänglich rasch, dann langsam zurückgeht. Je grôBer 
die angewandte Substanzmenge war, um so stärker war dieser 
Rückgang. 


über Molekulargewichtsbestimmungen bei sehx hohen Temperaturen. Si 


Die Ursache davon ist kaum lediglich in der Diffusion der 
vergasten Substanz zu den kälteren Theilen des Apparats hin zu 
erblicken; es scheint vielmehr die Vergasung so explosionsartig 
rasch zu erfolgen, daB ein kleiner Bruchtheiïl der Substanz in den 
kälteren kapillaren Theil des Iridiumgefäfies mitgerissen wird, 
wodurch nothwendig die Ausschläge zu klein, die Molekularge- 
wichte daher zu gro werden. In Ermangelung eines Besseren 
wurde daher der Ausschlag auf den Zeitpunkt des Einfallens der 
Substanz extrapoliert, also im obigen Falle nicht 23,10 sondern 
23,60 als maximaler Ausschlag gewählt. 

Bei weiterer Verfeinerung der Methode wird sich dieser Fehler 
einschränken oder ganz beseitigen lassen; die nachfolgend mitge- 
theilten Zahlen der Molekulargewichte dürften sämtlich, weil die 
angebrachte Korrektion offenbar etwas zu klein ist, um einige 
Prozente zu hoch ausgefallen sein und zwar um so mehr, je grôBer 
die angewandte Substanzmenge war. 

g n M 
1,069 5,62 213 
2,308 11,40 226. 

Der Barometerstand betrug 738 mm, die Temperatur 14,0°; 

die Berechnung geschah nach der Formel 


M = 1120 ©. 
n 


Es betrug Æ 3,11 (19709). 

Wasser. Für die Dissociation dieser Substanz gilt das für 
Kobhlensäure Gesagte; die Substanzmenge wurde in Gestalt von 
gewogenen Opalstückchen dosiert, deren Wassergehalt auf der Quarz- 
wage zu 7,82, 8,22, 8,20, 7,63. 7,67 Mittel 7,91 °/o ermittelt wurde. 

g n M 
0,1596 9,8 18,4 
0196121901 #17;1: 
Es war ÆE 3,11 (19700), ferner B — 728, t — 15°; somit 


Mi =t1002? 
n 


Chlornatrium. Die Substanz verdampfte auch hier ex- 
plosionsartig rasch; die Werthe waren 
g n M 
0,1622 3,4  b2,9 
0,479 8,8 60,4 
0,8645 15,2 63,1. 
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Barometerstand und Temperatur wie bei den Kohlensäure- 
versuchen. ÆE = 3,11 (1970°). 

Chlorkalium. 

g n M 
0,700 9,54 81,5 
0,818 10,6 86,6. 

Es betrug E 3,47 (1980°); im Uebrigen gilt das beim Chlor- 
natrium Gesagte; in beiden Fällen sind die Werthe, wenn wir von 
dem ersten, wegen gar zu kleiner Substanz unsicheren Chlornatrium- 
versuch absehen, um 8—10°/o hôher, als die theoretischen Zahlen 
(68,5 und 74,6). Das normale Molekulargewicht scheint für diese 
Substanzen, zumal wenn wir die Quecksilberversuche, die um nahe 
gleiche Beträge zu hoch ausfielen, damit in Parallele setzen, vôllig 
sicher gestellt. 


Nach AbschluB der soeben beschriebenen Versuche habe ich 
noch geprüft, ob thatsächlich im Sinne der beim Quecksilber mit- 
getheilten Resultate ein Mitreifen der vergasten Substanz zu den 
kälteren Theilen des Apparats erfolgt, ob also bei vermindeter 
Verdampfungsgeschwindigkeit kleinere Werthe des Molekularge- 
wichts sich ergeben. Zu diesem Zwecke wurden die Iridium- 
eimerchen mit starken Stopfen aus Zirkonstiften versehen, sodaf da- 
durch jedenfalls die Verdampfung verlangsamt werden muñite. Die 
erhaltenen Zahlen [(B — 752, t — 14,5, E — 2,72 (1943°)] waren: 

g n M 
1,615 8,96 200 
1,760 9,54 204. 

Die Annäherung an den theoretischen Werth (200) läBt nun- 

mehr nichts zu wünschen übrig. | 


Im Vorstehenden glaube ich eine relativ einfache und sichere 
Methode zur Molekulargewichtsbestimmung bis zu ca. 2000° an- 
_gegeben zu haben; die weitere Aufgabe wird es sein, die Methode 
zu verfeinern und auf môüglichst zahlreiche Fälle anzuwenden. 
Gleichzeitig dürfte es müglich werden, Dissociationsspannungen, 
Siedepunkte und chemische Gleichgewichte bis zu so hohen Tempe- 
raturen messend zu verfolgen. — Bei Ausführung dieser Arbeit 
hat mich mein Privatassistent, Herr Dr.Riesenfeld, mit grôfitem 
Eifer und sachkundigem Interesse auf das wirksamste unterstützt. 


Güttingen, Physik. chem. Inst. März 1903. 
6 « a 
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Beiträge zu der Lehre von der Luftelectricität. 


Von 
Eduard Riecke. 


IV. Ueber Ionenadsorption an der Oberfläche der Erde. 


Vorgelegt in der Sitzung d. K. Ges. d. Wiss. vom 7. März 1908. 


Wie bei dem Erdmagnetismus, so kann man auch bei der 
Luftelectricität zwischen einem beharrlichen Theile der Erscheinung 
und zwischen einem veränderlichen unterscheiden. Nur überwiegen 
auf dem Gebiete der Luftelectricität die wechselnden Vorgänge 
so, da der bleibende Kern nur schwer zu erkennen ist. Wir 
nehmen bei den folgenden Betrachtungen an, daf den luftelectri- 
schen Erscheinungen eine zeitlich konstante negative Ladung der 
Erdoberfläche zu Grunde liege; ihr entspreche eine bestimmte, 
ebenso unveränderliche Vertheilung von positiven und von nega- 
tiven Ionen in der Luft. Es liegt dann die wohl zuerst von 
Elster und Geitel aufgeworfene Frage nahe, ob zwischen der 
negativen Ladung der Erdoberfläche und der Vertheïlung der 
positiven und negativen Ionen in der Atmosphäre nicht ein be- 
stimmter Zusammenhang bestehe. In der That wird ein solcher 
wabrscheinlich gemacht durch die sogenannte Adsorption der Ionen‘). 
Wenn wir irgend einen Kürper mit einem ionisierten Gase in Be- 
rührung bringen, so werden die Ionen in Folge ihrer molekularen 
Bewegung mit seiner Oberfläche zusammenstoBen. Der Ionen- 
gebalt der Luft wird dabei verringert, sei es nun, daf die Ionen 
selbst an der Oberfläche des Kürpers haften bleiben, oder daB sie 
nur ibre elektrische Ladung an dieselbe abgeben. Das Gesetz 
dieser Ionenadsorption kann hypothetisch in folgender Weise 
formuliert werden. Die Zahl der Ionen, die sich in einer Sekunde 
auf einem qem der Oberfläche niederschlagen, ist proportional 


1) Stark, Die Electricität in Gasen S. 373. 
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ihrer molekularen Geschwindigkeit und proportional ihrer Dichte. 
Wir kônnen hiernach die Zahlen von positiven und von negativen 
Tonen, die in 1 sec auf einem gcm niedergeschlagen werden durch 
die Ausdrücke darstellen: 
un, yu,n. 

Hier sind x und y konstante Coëfficienten, die wir als die Coëffi- 
cienten der Adsorption bezeichnen wollen; #, und #, sind 
die molekularen Geschwindigkeiten, n und # die Ionendichten. 
Man kann die vorstehenden Ansätze auf mancherlei andere For- 
men bringen, wenn man an Stelle von w, und «, GrüBen einführt, 
die mit ihnen proportional sind, z. B. die absoluten Beweglichkeiten, 
die Diffusionskoëfficienten. Wir werden diese Môglichkeiten nicht 
verfolgen, sondern bei den ursprünglichen Ansätzen bleiben. 

Wenn die negative Ladung der Erdoberfläche auf Ionen- 
adsorption beruhen soll, so muf die Adsorption der negativen 
Ionen grôBer sein als die der positiven. Sobald aber eine negative 
Ladung sich gebildet hat, tritt zu der Wirkung der Adsorption 
noch die der electrischen Verschiebung hinzu. Die gegen die Erde 
gerichtete electrostatische Kraft habe unmittelbar an der Ober- 
fläche den Werth €. Sie ertheilt den positiven Ionen die Ge- 
schwindigkeit cUC, den negativen die Geschwindigkeit eV. 
Hier bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit, U und V sind die ab- 
soluten Beweglichkeïten der Ionen. Die Produkte xu, und yu, 
kann man als Geschwindigkeiten betrachten, die aus der Adsorption 
resultieren. Bei den positiven Ionen summieren sich aber die 
Wirkungen von Adsorption und von electrischer Verschiebung, 
bei den negativen ist diese letztere Wirkung der ersteren ent- 
gegengerichtet. Somit ergeben sich für die Mengen der positiven 
und der negativen Ionen, die in 1sec auf einem qem der Erd- 
oberfläche abgeschieden werden, die Ausdrücke: 


zu, n+cUE.» und yun—cVŒ.n. 


Soll die Ladung der Erde keine Aenderung erleiden, so müssen 
diese Ausdrücke einander gleich sein, und wir erhalten: 


c(Un+Vn)E = yun—œu,n. 


An Stelle der molckularen Geschwindigkeiten w, und w, kônnen 
wir mit Hülfe der in dem dritten Beitrage angegebenen Formeln 
die absoluten Beweglichkeiten U und V cinführen. Setzen wir auf 
Grund des Avogadroschen Gesetzes : 


u, LR, = u, ER, = 88x10 = P, 
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so wird: 
U. — pre, 
? 
u, — Se 7e 


Hier bezeichnen /, und !, die molekularen Weglängen der positiven 
und der negativen lonen. 

Substituieren wir diese Werthe in der vorhergehenden Glei- 
chung so ergiebt sich: 


L. c(Un+Vn)E = 3 2pr( 


yVn æUn ] 
L, L, 
Wir nehmen weiter an, daB zwischen den Produkten Un, Vn 
+ _ 
und den Zerstreuungskoëfficienten a und a die im zweiten Beitrage 
abgeleitete Beziehung bestehe: 


a:a = Vn:Un. 
Dann kann man die Gleichung I auch auf die folgende Form 
bringen: 


É AU L, 
oder 
tee Pan. 
IC E — pre Trend, le, 
ë 
+1 
a 


Aus der letzten Gleichung lassen sich zwei allgemeine Folge- 
rungen ziehen: 
1. Es muf jedenfalls 
l, a 
y =: FRE A 
a 


P 


der Adsorptionskoëfficient der negativen Ionen grüBer als der der 
positiven sein. 

2. Die elektrische Kraft und die Dichte der negativen La- 
dang der Erdoberfläche müssen um so kleiner sein, je mehr die 
Zerstreuung negativer Ladungen über die positiver überwiegt. 

Die Sätze folgen aus der Annahme, dafi die negative Ladung 
der Erdoberfläche eine Folge der Ionenadsorption sei. Man sieht 
aber leicht, daB noch eine zweite Annahme hinzutreten muf. Die 
Ionenadsorption bedingt eine fortwährende Abnahme der Ionendichte; 
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soll der betrachtete Zustand ein wirklich stationärer sein, so mus 
dieser Verlust immer wieder ausgeglichen werden, sei es durch 
Neubildung von Ionen, sei es durch Diffusion oder durch strômende 
Bewegungen, welche immer neue Luftmengen von normalem Ionen- 
gehalt der Erdoberfläche zuführen. 

Es ist von Interesse, die Gleichungen I und IT, so weit môüg- 
lich in numerischer Form zu schreiben. 

Bei Gleichung I môge für € der aus den Beobachtungen von 
Elster und Geitel folgende Werth 300€ — 2,21 benutzt werden. 
Für U und V setzen wir die für feuchte Luft geltenden Werthe 
U — 1,37, V — 1,51. Dann ergiebt sich: 


I. 221><(1872+1,81n) — 650 > 10°° (Let Yn-1375 ï). 


Die Zahl der positiven Ionen, die blos in Folge der electri- 
schen Anziehung in 1sec auf einem qcm des Erdbodens nieder- 
geschlagen werden, beträgt 


221x<137xn — 302% n:; 
die Menge von positiver Electricität, die dadurch in einer Sekunde 


einem qem der Erdoberfläche zugeführt wird, 14,2 >< n < 107% elek- 
trische Einheiten. Dabei kann man für die Dichte der konstanten 
negativen Ladung der Erdoberfläche nach den Beobachtungen von 
Elster und Geitel den Werth von 59 >= 10 electrostatischen 
Einheiten annehmen. 

Bei der numerischen Fassung von Gleichung II benutzen wir 


den Werth von ee der sich aus den Beobachtungen von Dr. Cuomo 
a 
auf Capri ergeben hat, 


= 1,01. 


a+|a1 


Wir erbalten dann: | 
Ir”. E — 1,08 >< 10% {#— 1,014). 
Daraus folgt: 


LA P 


y = 101% & +0,98 x< 107% >< GE, 
? 
also da !, > 1,, auch y jedenfalls grôfer als x. 


Eime Prüfung der abgeleiteten Formeln ist nicht môglich, da 
es an zusammenhängenden Reiïhen von Messungen fehlt. 


Fragen der Krystallphysik. L 
Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Februar 1905. 


Ueber die rotatorischen Constanten der Wärmeleitung 
von Apatit und Dolomit. 


Mit der experimentellen Aufsuchung der rotatorischen Er- 
scheinungen der Wärmeleitung, die durch Herrn Stokes!) theo- 
retisch deducirt worden sind, hat sich Herr Soret?) beschäftigt; 
aber die von ihm benutzten Methoden sind nicht eben sehr em- 
pfndlich, auch theoretisch nicht ganz unbedenklich, und so erschien 
das mit ihnen gewonnene absolut negative Resultat im Wesentlichen 
nur als ein vorläufiges. Eine leistungsfähigere und theoretisch 
unanfechtbare Methode habe ich”) vor einigen Jahren angegeben; 
ihre Anwendung ist durch den Mangel an brauchbarem Material 
bisher verzôgert worden. 

Der Gedanke der Methode ist kurz der. Aus einem thermisch 
einaxigen Krystall, der nach seiner Symmetrie rotatorische Qua- 
litäten besitzen kann, wird eine Platte normal zur Axe dieser 
Rotation, d. h. zur thermischen Hauptaxe hergestellt und in zwei 
Hälften zerlegt, die nach Umklappung der einen wieder zusammen 
gekittet werden. Diese Zwillingsplatte wird dann durch Schnitte 
parallel und normal zu der Kittfläche derartig begrenzt, daB eine 


rechteckige Platte | | | entsteht, die durch die Kittfläche halbirt 


wird. Bringt man das ursprünglich gleichfôrmig temperirte Prä- 


1) G. G. Stokes, Cambr. and Dublin Math. Journ. 6, 215, 1851. 
2) Ch. Soret, Arch. de Genève, 29, No. 4, 1893, 32, No. 12, 1894. 
8) W. Voigt, Wied. Ann. 60, 350, 1897. 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 8, 7 
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parat mit einer der seitlich begrenzenden Flächen, die normal zur 
Kittfläche stehen, in Berührung mit einem hôher und gleichfôrmig 
temperirten Kôürper, so muB nach Symmetrie die Wärmestrômung 
in der Mitte des Präparates parallel zu der Kittfläche verlaufen. 
Legen wir die X- und Y-Coordinatenaxen in die Plattenebene 
parallel und senkrecht zur Kittfläche, so lauten unter den ge- 
machten Voraussetzungen über . die Natur des Krystalles die 
Wärmeleitungsgleichungen für die eine Hälfte des Präparates 


Hoitootiemont Li Le ,0®, 
: 0x ôy" mére 54 PE 
für die andere 
MIT 00 slr68E L.; 083 
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wobei # die Temperatur, « und v die Strômungscomponenten, 
À die thermische Leitfähigkeit normal zur Hauptaxe, 4’ die rota- 
torische Constante bezeichnet. 

Da nun unter den vorausgesetzten Umständen in der Mitte 
des Präparates eine Strôomungscomponente parallel Y nicht zu 
Stande kommen kann, so muB dort gelten 


L 38 se, 


LR: 


d. h., die et in der Plattenebene müssen beim Ueber- 
schreiten der Grenzlinie einen Knick erleiden um einen (jedenfalls 
kleinen) Winkel 


Diese Beziehung gilt für den stationären, wie für den ver- 
änderlichen Zustand und ist von der äuBeren Leitfähigkeit voll- 
ständig unabhängig. 

Bei den Beobachtungen wurden die Isothermen durch Auf- 
tragen einer dünnen gleichmäfiigen Schicht eines Gemisches von 
Elaidin-Säure und Wachs sichtbar gemacht, in der sich die Schmelz- 
grenze überaus scharf markirt. Ueber die Art der Erzeugung 
dèr Wärmestrômung habe ich früher!) gesprochen. 

Giebt man dem Heizkôrper einigermafien hohe Temperatur, 
sodaf ein starkes Temperaturgefälle in der Krystallplatte entsteht, 
so sind die Isothermen in jeder Plattenhälfte in sehr gro$er An- 
näherung gerade Linien. 


1) W. Voigt, L c. S. 864. 
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Der Beobachtung unterworfen wurden zwei Apatite aus Canada, 
der eine roth, der andere grün, ein wasserheller Apatit aus Tyrol 
und ein ebensolcher Dolomit aus Traversella. Die Präparate waren 
von Dr. W. Steeg und Reuter in Kirdorf-Homburg angefertigt. 
Bei keinem von ïihnen liefen die Isothermen einen Knick an der 
Kittstelle erkennen, und die Beobachtung war ziemlich scharf, da 
die Isothermen meist über die ganze Doppelplatte hinweg streng 
geradlinig erschienen. 

Um über die obere Grenze, die sich hieraus für das Ver- 
hältniB 2'/4 ergiebt, ein Urtheil zu gewinnen, bestimmte ich, wie 
genau sich nach Augenmaf zwei Stücke von Geraden, die von 
einem Punkt ausgehen, in dieselbe Richtung legen lassen, d. h. 
also, wie gro die Unsicherheit der Beurtheilung eines gestreckten 
Winkels ist. Um die Verhältnisse denjenigen bei der Isothermen- 
beobachtung môglichst anzuähneln wurde auf zwei kleinen Stücken 


Carton von dieser Form (er) je eine feine Linie gezogen, die 


den stumpfen Winkel oben ungefähr halbirte; das eine Stück wurde 
auf den drehbaren Kreiïs eines Spectrometers, das andere an dessen 
Gestell befestigt, derart, da die Scheitel der beiden stumpfen 
Winkel in der Drehungsaxe zusammenstiefen, und es wurde durch 
Drehung von der einen oder von der anderen Seite her die Position 
aufgesucht, in der die beiden Striche in eine Gerade zu fallen 
schienen. Die Ablesung ergab Abweichungen vom Mittel, die 
niemals 4’ erreichten. Es ist daher wahrscheinlich, daf der 
Knickungswinkel der Isothermen gleichfalls 4' nicht merklich 
übertroffen hat. 

Hieraus würde folgen, daB bei den untersuchten Apatiten und 
dem Dolomit das VerhältniB der rotatorischen Constanten 4’ zur 
thermischen Leitfähigkeit 4 in der Richtung normal zur Hauptaxe 
den Werth 1/2000 nicht übertrifft, was practisch der Null gleich 
zu achten ist. 

Entsinnt man sich, wie bedeutend die rotatorische Qualität 
des Dolomit sich bei dessen elastischem Verhalten geltend macht!), 
so wird man diesen kleinen Werth überraschend finden. 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 40, 642, 1890. 
Gôüttingen im Februar 1908. 


7* 


Ueber die ,Elektromagnetische Masse“ der 
Elektronen. 


Von 
W. Kaufmann. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 7. März 1908. 


Einleitung: 

In einigen früheren Mitteilungen !) habe ich gezeigt, daB sich 
aus der magnetischen und elektrischen Ablenkung der Becquerel- 
strahlen die Veränderlichkeit der ,Masse“ der Elektronen mit 
wachsender Geschwindigkeit nachweisen lasse; durch die nach Ab- 
schluB meiner ersten Mitteilung erschienenen theoretischen Unter- 
suchungen von Hrn. Abraham?) wurde die Müglichkeit gegeben, 
die Frage nach der Art der Zusammensetzung dieser ,Masse“ aus 
»ymechanischer“ und ,elektromagnetischer“ Masse exakt zu lôsen, 
sobald nur genügend genaue Messungen nach der schon früher be- 
schriebenen Methode vorlagen. Dies der Grund, daB ich die Ver- 
suche nochmals aufnahm, mit dem Ziel die Genauigkeit der Mes- 
sungen soweit wie irgend müglich zu treiben; Haupterfordernif 
hierbei war: 1) Môüglichst feine Kurven, 2) môüglichst 
groBe Ablenkung zu erhalten. 

Das erste Postulat setzt eine sehr kleine Strahlungsquelle 
voraus, d.h. ein sehr kleines Kôrnchen Radiumsalz. Soll jedoch 
die Expositionsdauer hierdurch nicht ungebührlich verlängert werden 
so ist allerstärkste Aktivität erforderlich. Durch die 
groBe Liebenswürdigkeit des Herrn Curie, dem ich auch an dieser 


1) Gôtt. Nachr. Hft. 2, 1901. ibid. Hft. 5, 1902, Physik. Ztschr. 4, 55, 1902. 
Im folgenden mit L. c. 1; L. c. 2; L. c. 8 bezeichnet. 
2) Gütt. Nachr. Hft. 1, 1902; Ann. d. Phys. (4) 10, 106, 1908. 
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Stelle meinen besten Dank ausspreche, gelangte ich in den Besitz 
von etwa 1 mg reinen Radiumechlorids, über dessen Her- 
stellung Frau Curie’) kürzlich berichtet hat. Später wurde, nach- 
dem die kleine Quantität des Curieschen Präparates durch verschie- 
dene kleine Unfälle verloren gegangen war, ein gleich hervorra- 
gendes Präparat benützt, das unter der Leitung des Hrn. F. Giesel 
von der ,Braunschweïiger Chininfabrik“ hergestellte und in den 
Handel gebrachte ,reine Radiumbromid‘. Mit diesen Präparaten 
gelang es unter Benutzung eines Kürnchens von nur 0,2 mm Durch- 
messer und eines etwa gleich grofen Diaphragmas bei nur 20-stün- 
diger Exposition für jeden Kurvenast Kurven von grofer Feinheit 
und doch genügender Deutlichkeit zu erhalten (s. Figur). 

Die zweïite oben erwähnte Forderung einer müglichst grofen 
Ablenkung war zwar bezüglich der magnetischen Ablenkung ohne 
Schwierigkeit zu erfüllen, dagegen erforderte die Erzeugung und 
vüllige Konstanthaltung eines genügend starken elektri- 
schen Feldes andere Hülfsmittel, als mir früher zur Verfügung 
standen; durch die gütige Gewäbhrung einer beträchtlichen Unter- 
stützung seitens des Kgl. Kultusministeriums wurde es mir er- 
môglicht, eine Hochspannungsbatterie von 1600 Akkumulatoren 
anzuschaffen, so daB mir durch Hinzunahme der bereits im Institut 
vorhandenen Batterie von 1008 Zellen eine konstante Spannung 
von im Ganzen etwa 5200 Volt zur Verfügung stand. Ich spreche 
dem Hrn. Ministerialdirektor Althoff, dessen gütiger Vermitt- 
lung ich die Gewährung der erwähnten Mittel verdanke, auch hier 
meinen ergebensten Dank aus. 

Mein Dank gebührt ferner der Kgl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gôüttingen, die mir die Mittel zur Anschaffung einer 
Oelluftpumpe, sowie einiger Mefinstrumente gewährte. Im Gegen- 
satz zu den vielen Stôrungen beim Gebrauch automatischer Queck- 
silberluftpumpen arbeitet die Oelpumpe mit fast absoluter Sicher- 
heit und groBer Schnelligkeit ?). 

1) Die Versuchsanordnung ist bis auf die im Obigen 
angedeuteten Verbesserungen im wesentlichen dieselbe wie früher 
(L. c. 1). Der selbsttätige Umschalter zur Erhôhung der elek- 
trischen Feldintensität fiel nunmebr natürlich fort; der das Radium 


1) C. R. 1902. 

2) Eine Beschreibung der von A. Pfeiffer in Wetzlar bezogenen Pumpe 
befindet sich in der Zeitschr. f. Unterr. 14, 285, 1901. Ich bemerke, da$ ich mit 
der Pumpe eine Rôntgenrühre auf etwa 3 cm Funkenstrecke auspumpen konntc. 
Allerdings mu$ zur Entfernung der letzten Luftreste der Gang der Pumpe auf 
das äuferste verlangsamt werden (6 bis 8 Umdr./Min.). 
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und die photographische Platte enthaltende kleine Messingapparat 
war konstruktiv etwas verändert, um das Auswechseln der Platten 
zu erleichtern. Die das elektrische Feld hervorrufenden beiden 
Kondensatorplatten im Innern des Apparates waren so nahe an- 
einander gebracht, als es mit Rücksicht auf die freie Bahn der 
abgelenkten Strahlen môglich war ; d.h. auf etwa 1 mm Abstand. 


Das Radiumkôrnchen befand sich am Boden des Apparates 
in einer kleinen Vertiefung mit etwas Klebwachs befestigt und 
mit einer dünnen Kollodiumhaut überzogen. Letzteres war nôtig, 
weil das Salz im Vakuum verwittert und dann auseinander fällt, 
soda man statt der anfänglichen scharfen Kurven bald breite 
und verwaschene erhält, wenn nicht durch die Kollodiumhaut das 
Salz zusammengehalten wird. Uebrigens war die Verwitterung 
bei dem Curieschen Radiumchlorid viel stärker als bei dem 
Gieselschen Bromid. Endlich sei noch erwähnt, daf die Platte 
gegen etwaige leuchtende Entladungen zwischen den Kondensator- 
platten durch eine Aluminiumfolie geschützt war. Nach jedem 
Versuch wurde der Apparat vüllig auseinander genommen und 
einige Tage offen liegen gelassen um die induzierte Aktivität zu 
beseitigen, die sonst die Platten stark verschleiert haben würde. 


Zur Erregung des Elektromagneten diente eine Akkumulatoren- 
batterie von 30 Volt und hinreichender Kapazität, um während 
der ganzen Expositionsdauer einen vüllig konstanten Strom liefern 
zu kônnen. Da diese Batterie natürlich auch zu anderen Zwecken 
im Institut viel gebraucht wurde, so konnte ich meine Versuche 
nur während der Ferien oder von Sonnabend bis Montag ausführen ; 
dies mag zur Entschuldigung dienen, da die Zahl der ausgeführten 
Versuche nicht gro8 ist. Im Winter machte auch die Konstant- 
haltung der Zimmertemperatur einige Schwierigkeit; die Wider- 
standsänderung der Elektromagnetwicklung bei veränderlicher Tem- 
peratur bewirkte kleine Stromschwankungen von 1 bis 204. 


Das Feld des Elektromagneten wurde in derselben Weise aus- 
gewertet wie früher (L. c. 1) (Messungsprotokoll s. w. u.). 

Zur Ausmessung der Platten diente ein Doppelmikrometer mit 
zwei rechtwinklig zu einander beweglichen Schrauben, mittels deren 
der Platte eine Bewegung längs der Richtung der magnetischen 
oder der elektrischen Ablenkung gegeben werden konnte. Das 
Mikrometer war auf einer dicken Steinplatte unverrückbar befestigt; 
und durch ein auf derselben Platte montirtes schwach (ca. 3mal) 
vergrüBerndes Mikroskop wurder die Kurven beobachtet und aus- 
gemessen. 
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2) Fehlerquellen und Genauigkeitsgrenze: 

Wie bereits früher (L. c. 2 und 3) auseinandergesetzt, geschah 
die Berechnung der Resultate derart, dass die Dimensionen des 
Apparates direkt nur in Korrektionsgliedern vorkommen, sodaf 
kleine Fehler in ihrer Bestimmung das Resultat nicht wesentlich 
beeinflussen. Die ganze Berechnung basirt allein auf der rela- 
tiven Ausmessung der erhaltenen Kurven; nur bei der Berechnung 
des Wertes von e/u, für Kathodenstrahlen kommen noch der Absolut- 
wert der magnetischen Feldintensität, sowie eine von den Appa- 
ratdimensionen abhängige GrôüBe als Faktoren hinzu. Es genügt 
also zunächst die Diskussion der bei der Ausmessung der Platten 
in Betracht kommenden Fehlerquellen. 

Die Ausmessung geschah derart, daB die in Richtung der mag- 
netischen Ablenkung bewegende Schraube (z-Schraube) von 0,5 mm 
Ganghôühe successive um je 1 oder ‘2 Umdrehung weiter bewegt 
wurde, und dann mit der dazu senkrecht beweglichen y-Schraube, 
von 0,254 mm (Ganghôhe, der Abstand der beiden Kurvenäste;, 
d.h. die doppelte elektrische Ablenkung gemessen wurde. Bei 
10maliger Eiïinstellung auf jeden Punkt betrugen die maximalen 
Abweichungen vom Mittel selten mehr als 5 bis 10 Trommelteile, 
d.h. 0,013 bis 0,025 mm bei einer Breite der Kurven von etwa 
0,2 mm und einem Abstand beider Aeste von 0,8 mm für die am 
schwächsten, bis etwa 4 mm für die am stärksten ablenkbaren 
Strahlen. 

Man sollte demnach erwarten, da in den mittleren Teilen 
der Kurven die Abweichung der Mittelwerte vom theorctischen 
Verlauf keinesfalls grüBer als etwa 0,5 °/ sein dürften, wenn anders 
man die Resultate als Bestätigung der Theorie ansehn will. 

In Wirklichkeit sind die Abweïichungen bedeutend grüber als 
sie auf Grund der zufälligen Einstellungsfehler sein dürften. Der 
Grund hierfür ist in dem Wesen der photographischen Methode 
zu suchen: Die Eïinstellung des Fadenkreuzes auf die Mitte einer 
Kurve mit nicht ganz scharfen Rändern ist ein Akt subjektiven 
Urteils, bei dem jede noch so kleine Unregelmäfigkeit der Platte 
von grofiem Einfluf ist. Ein kleiner heller oder dunkler Fleck 
auf der Platte von Fabrikations- oder Entwicklungsfehlern herrüh- 
rend, beeinflufit das Urteil in ganz bestimmter Weise, sodaf die 
hierdurch bedingten Fehler durch eine Vermehrung der Einzelein- 
stellungen durchaus nicht beseitigt werden künnen. Die Zufällig- 
keit dieser bis zu etwa 4°) betragenden Abweïchungen ergiebt 
sich jedoch unzweïfelhaft aus ibrer ganz unregelmäfigen und bei 
den einzelnen Platten durchaus verschiedenen Verteilung. Man 
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kann nach einiger Uebung geradezu jeder Platte vorher ansehn, 
ob grôüBere Abweichungen der eben geschilderten Art bei ihrer 
Auswertung zu erwarten sind oder nicht. Je weniger sichtbare 
Flecke und Intensitätsunterschiede eine Platte aufweist, desto ge- 
ringer sind die Abweïichungen. Blof für die am schwächsten ab- 
lenkbaren Strahlen gewinnen die ee anscheidend syste- 
matischen Charakter: 

Berechnet man nämlich die Konstittec der Kurven aus den 
gemessenen Punkten unter Auslasung der beiden innersten, so 
ergiebt sich für den innersten Punkt fast stets ein Geschwindig- 
keitswert, der ein wenig, etwa 4°, über Lichtgeschwindigkeit 
liegt, was nach der Theorie unmôüglich sein sollte (s. z. B. Tab. II 
IV und V). Ich glaube, da8 der Grund bhierfür in einer syste- 
matischen Urteilstäuschung liegt, welche ihren Grund in der schon 
äuBerst schwachen Intensität der innersten Kurvenenden hat; die 
Einstellung auf diese Punkte ist infolgedessen bereits ziemlich 
schwierig und man stellt unwillkürlich in die Verlängerung des 
stärker abgelenkten anschliefenden Kurvenastes ein, d. h. zu weit 
nach innen, wodurch sich ein Fehler der angedeuteten Art ergiebt. 

Aus diesem Grunde sind bei der Berechnung der Konstanten 
stets die beiden innersten Punkte nicht mitbenutzt, umsomehr als 
die äuBerst rapide Zunahme der ,Masse“ bei grof$er Annäherung 
an die Lichtgeschwindigkeit bereits bei Fehlern von nur wenigen 
°/o in den Ablenkungen, sehr grofie Fehler in den Werten für die 
Masse hervorruft (s. d. Bemerkungen zu Tab. IT). 

3) Art der Berechnung: 

Die direkt gemessenen magnetischen Ablenkungen sind den 
Ablenkbarkeiten nicht vüllig proportional, vielmehr kommt für die 
magnetische Ablenkbarkeit der Krümmungsradius der Bahnpro- 
jektion auf eine senkrecht zur magnetischen Feldrichtung gelegene 
Ebene in Betracht und die elektrischen Ablenkungen müssen mit 
Rücksicht auf die durch gleichzeitige magnetische Ablenkung ver- 
änderte Weglänge korrigirt werden. 

Schreibt man die GI. 6) (L. c. 1) in folgender Form (die Be- 
deutung der Zeïichen ist dieselbe wie früher) : 


_ d+xx, F2 
D RS 72€ Be HA fi FIAT rs) 
und setzt 
2) ph e 


29 4 
so stellt z’ eine von z nur wenig verschiedene Grüfe dar, die im 
7 
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folgenden als ,reduzirte magnetische Ablenkung“ bezeichnet werden 
soll. In ganz entsprechender Weiïise erhält man eine ,reduzirte 
elektrische Ablenkung“ im AnschluB an die Gl. (8) (L. c. 1). Be- 
trachte man nämlich mit für die Korrektionsbetrachtung genügen- 
der Genauigkeit das elektrische Feld als homogen im ganzen 
Zwischenraum der beiden Kondensatorplatten, als verschwindend 
klein auBerhalb desselben, so ist der Grenzwert von 5,5, für un- 
endlich kleine Ablenkungen gleich Xx,/2 und die reduzirte elek- 
trische Ablenkung ist zu setzen: 


8) y = Y,ha,l8s,s,. 


Dann erhält man für die Babhngeschwindigkeit nach GI. (9) unter 
Vernachlässigung der Korrektion nach Gl. (11) (L. c. 1): 

z'hax, F 
: 1 yat) 
(ch bezeichne die Geschwindigkeit mit g, statt wie früher mit v, 
um Uebereinstimmung mit der Bezeichnungsweise der Abraham- 


schen Arbeit zu erzielen.) 
Endlich erhält man nach Gl. (10) (L. c. 1): 


5) fe, slam 290, h Ehdens 
u y'(a+2x) M 


Eine Ausmessung des Apparates ergab : 
de 2,05 102 T0==12,0241 At "1,70; 


Daraus ergiebt sich: 


6) 2 = 41760, 

7) y = ÿ,:1,748/5,5, 
und 

8) g = 04175. Fly H. 
9) — 0,100." F/y' H°. 


Es wäre nun wenig rationell, wie schon (L. c. 2) auseinandergesetzt, 
wenn man Gl. (8) und (9) direkt zur Prüfung der Theorie benutzen 
wollte. Kleine Abweichungen in den Absolutwerten von F und 
H, die Unmôglichkeit den wirklichen Verlauf des elektrischen 
Feldes genau zu bestimmen, würden namentlich in unmittelbarer 
Nähe der Lichtgeschwindigkeit ungeheure Abweichungen bedingen. 
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Viel rationeller ist es, zunächst die Gleichung der photogra- 
phirten Kurve mit der von der Theorie verlangten zu vergleichen, 
indem man die Konstanten der Kurve aus den Messungen selbst 
empirisch ermittelt. Ergiebt sich dann Uebereinstimmung der be- 
obachteten mit der theoretischen Kurvenform, so kann man nach- 
träglich die aus der Kurve ermittelten mit den aus den Apparat- 
dimensionen sich ergebenden Konstanten vergleichen. 

Es sei c die Lichtgeschwindigkeit, 8 = g/c, und nach M. Abra- 
ham (L. c): 

€ CET CT 


di PTE TO 


wobei . der Wert von a fr sebr langsame Geschwingkeiten, und 
Dann erhält man aus (8) und (9): 

11) B = K;z2'}y', 

12) W(B) = K,y'l" 

und als Gleichung der reduzirten Kurve 

Pare pire 

y DK, 21/9") ? 

wobei X, und X, zwei Konstanten, die aus den beobachteten 
Kurvenpunkten nach der Methode der kleinsten Quadrate zu be- 


stimmen sind. 
Der Wert der Konstanten nach den Apparatdimensionen ist: 


14) K, — 0,4175F/He, 
15) K, = 687HJK, c. 


13) 


Bequemer und genauere Resultate liefernd, als die Vergleichung 
der aus (13) ermittelten Werte der Konstanten mit den aus (14) 
und (15) bercchneten ist die Berechnung von 


16) + — K,K,3:3:10°/H.4.4176 


0 


oder 


= = X,XK,-.b39:10'/H. 


0 
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Diese Gleichung enthält von absolut zu messenden Grôfen nur 
noch solche, die sich auf den Verlauf der magnetischen Ablenkung 
und die Stärke des Magnetfeldes H beziehen, das fast vüllig ho- 
mogen ist (s. w.u.). Da$ übrigens die Absolutwerte der Konstanten 
von den aus den Dimensionen des Apparates und der elektrischen 
Feldintensität bestimmten nur um wenige ‘ abweichen, habe ich 
bereits früher (L. c. 2) nachgewiesen. 

Der aus Gl. (16) sich ergebende Wert für e/u, kann direkt 
mit dem aus Kathodenstrahlmessungen gefundenen verglichen werden. 

Bei der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf 
die Gl. (13) ergiebt sich eine eigentümliche Schwierigkeit: Für 
eine transcendente Gleichung, wie G1. (13) werden die Konstanten 
meist so bestimmt, daB man zuerst Annäherungswerte ermittelt, 
und dann für die noch übrig bleibenden Korrektionen durch Ent- 
wicklung nach dem Taylorschen Satze und Abbrechen nach dem 
ersten Gliede lineare Gleichungen herstellt (s. Kohlrausch, Lb. d. 
pr. Phys. p. 15). 

Wenn man dieses Verfahren nun auf die hier vorliegenden 
Beobachtungen anwenden will, so zeigt sich, wegendes äuferst 
rapiden Ansteigens von # (8) bei den am wenigsten abgelenkten 
Punkten, für die 8 fast gleich 1 ist, daf das Abbrechen der Reïhe 
nach dem ersten Gliede zu durchaus falschen Resultaten führt, es 
sei denn, da die vorher durch Ausprobiren ermittelten Annä- 
herungswerte bereits ganz auferordentlich genau sind, so genau, 
daf die noch zu ermittelnde Korrektion gar nicht mebr in Betracht 
kommt. 

Ich schlug deshalb folgendes Verfahren ein: Für eine Reihe 
wenig von einander verschiedener, dem richtigen bereits sehr nahe 
kommender Werte von À, wurde Y(K,z']y') für sämmtliche Kurven- 
punkte berechnet und die gefundenen Werte mit 2°/y' multiplizirt. 
Die Produkte sollen nach Gl. (13) gleich K, sein. 

Aus den so gefundenen Werten wurde das Mittel K, und die 
Summe X(K,— K,) gebildet. Von den verschiedenen Wertepaaren 
von XÆ, und X, ist dann dasjenige das wahrscheinlichste, für das 
die genannte Summe ein Minimum ist. 

4) Resultate: 

Ich teile im folgenden einige Messungsresultate mit; dabe 
sei in Betreff der Berechnung von #(B) bemerkt, daB die Be- 
rechnung für eine Reïhe passend gewählter Werte von B ein 
für allemal durchgeführt und dann für die dazwischen liegen- 
den Werte von 8 durch graphische Interpolation (8) bestimmt 
wurde. ÆEbenso wurde s,s, für die in allen Tabellen gleichen 
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Werte von z' aus einer vorher berechneten Hülfstabelle ent_ 
nommen. 

a) Platte No 15: 


Die oben auseinandergesetzte Methode der Konstantenbestim- 
mung ergab: 


Tabelle I. 

X, K, (K, —K,) 
0,274 2,42 0,0155 
0,272 2,38 0,0078 
0,2705 2,86 0,0051 
0,270 2,35 0,0054 
0,268 2,32 0,0099. 


Die wahrscheinlichsten Werte der Konstanten sind also : 
K, — 0,2705 K, = 2,56. 


Die Bestimmung ist wie man aus Tab. I sieht auf etwa 0,8 ‘Jo 
sicher. Die folgende Tabelle zeigt die Berechnung der Kurve mit 
diesen beiden Konstanten : 


Tabelle II. 


CA Y 2 y B  w(B)  w(B)2"/y' Ô 
0,15 0,0389 O0,1495 0,0388 1,04  — = 

0,20 0,0550 0,199  0,0548 0,982 3,86 (2,79) 

0,25 0,0720 0,2475 0,0716 0,935 2,75 2,355 — 0,005 
0,30 0,0904 0,296  0,0896 0,893 2,38 2,325 — 0,035 
0,35 0,1094 0,3435 01080 0,860 2,195 2,40 + 0,04 
0,40 0,1312 0,391  0,1290 0,820 2,02 2,39 + 0,03 
0,45 0,1560 0,437  0,1524 0,776 1,885 2,365 + 0,005 
0,50 0,1841 0,4825 0,1788 0,730 1,78 2,325 — 0,035 
0,55 0,2107 O0,5265 0,2033 0,701 1,725 2,35 0,0: 


Mittel: 2,36. 


Die Abweichungen vom Mittel der letzten Zeile der Tabelle be- 
tragen im Maximum etwa 1,7‘, wenn man von dem Werte in 
der zweiten Zeile absieht, der auch bei der Berechnung des Mit- 
tels nicht berücksichtigt wurde. Dies Verfahren rechtfertigt sich 
aus dem bereits mehrfach erwäbnten Umstande, daB für die klein- 
sten Ablenkungen, d. h. für 8 nahezu gleich 1, eine minimale Ab- 
weichang, in der Bestimmung von y' bereits einen sehr grofen 
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Fehler in #(8) hervorruft. In der Tat würde man für w(8)-2*/y' 
in der zweïten Zeile den Wert 2,36 erhalten, wenn y — 0,557, 
d.h. 1,6°/o grôüBer als beobachtet wäre. Aehnliches gilt für die 
erste Zeile, wo eine Vergrüferung von y’ auf 0,041, d. h. um den 
hart an der Fehlergrenze liegenden Betrag von 0,002 cm bereits 
einen annähernd richtigen Wert für X, liefert. (8 ergiebt sich 
dann gleich 0,987). 


b) Platte No 19: 
Die Konstantenbestimmung ergab : 


K, = 0,257 Hi 12001. 
Tabelle III. 


CA A 2 y' B (8) (B)2" y! 


0,15 0,04055 0,1495 0,04045 0,951 3,00 (1,66) 2. 
0,20 00531 0,199 0,0529 0,967 3,32 (2,49) 2 


! 


0,25 0,0682 0,247 00678 0,938 2,79 2,525  — 0,036 
0,30 0,0842 0,296 O0,0834 0,912 2,52 2,645 + 0,084 
0,35 0,1032 0,3435 0,1019 0,865 2,22 2,57 + 0,009 
0,40 9,1240 0,391 0,1219 0,825 2,04 2,56 — 0,001 
0,45 0,1460 0,437  0,1429 0,787 1,915 2,565 + 0,004 
0,50 0,1710 0,4825 01660 0,747 1,82 2,55 — 0,011 
0,55 0,1985  0,5265 0,1916 0,707 1,74 2,515  —0,046. 


c) Platte No 18: 
K, —=,0,276 Ke 2,01. 
Tabelle IV. 


& Vo a y" B  (B)  (B)"1y' 
0,150 00398 0,1495 0,0397 1,04  — e 1 
0,175 0,0483 0,1744 00482 0,999 — 24 = 


0,200 0,0566 0,199 0,0564 0,975 3,56 2,49 = 
0,225 00637 0,223  0,0634 0,971 3,43 2,96 + 0,08 
0,250 0,0729 0,2475 0,0725 0,944 9,875 2,43 — 0,18 
0,275 0,0807 0,272 O0,0801 0,937 2,775 2,565  — 0,045 
0,300 0,0888 0,296  O0,0880 0,929 2,68 2,67 + 0,06 
0,325 00976 0,320  0,0965 0,915 2,55 971 + 0,10 
0,850 0,1087 0,3435 0,1073 0,883 2,31 2,54 — 0,07 
0,375 0,1184 0,367  0,1166 0,868 2,235 2,59 — 0,02 
0,400 0,1305 0,391 0,1283 0,842 92,11 2,73 + 0,12 
0,475 0,1620 0,460 0,1579 0,803 1,965 2,64 + 0,03 
0,500 0,1770 0,4825 0,1719 0,775 1,88 2,55 — 0,06 


0,525 0,1885 0,505 01825 0,765 1,86 2,60 — 0,01. 
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d) Platte 24: 
K, — 0,236 K, = 2,107. 
Tabelle V. 


CA VA CA y’ Pur (Ban (ei 

0,150 0,04100 0,1495 00340 (1,04) — æ 

0,20 0,04895 0,199 0,04875 0,965 3,27 2,65 — 0,057 
0,25 0,0627 0,2475 0,0623 0,937 2,77 2,72 + 0,018 
0,30 0,0780 0,296 0,0773 0,904 2,45 2,765 + 0,058 
0,35 0,0959 0,3435 0,0947 0,856 218 2,72 + 0,013 
0,40 01151 0,391 0,1131 0,816 2,01 2,72 + 0,013 
0,45 01372 0,437  0,1340 0,769 1,87 2,665  — 0,042. 


Weiïtere Versuche konnten nicht mehr ausgeführt werden, da ich 
wegen Fortzugs von Gôttingen die Arbeit beenden muñfite; doch 
kann ja auch das Versuchsmaterial der früheren Publikation (L. 
c. 3) zum Vergleich mit herangezogen werden. Das Resultat läfit 
sich wohl dahin aussprechen, da die Gestalt der Kurve 
durch die Abrahamsche Formel mit genügender Ge- 
nauigkeit dargestellt wird 


5) Bestimmung des magnetischen Feldverlaufs: 


Bevor zu der Berechnung von eu, übergegangen wird, mu 
noch der Verlauf des magnetischen Feldes besprochen werden. 

Bei den bisherigen Betrachtungen war nämlich das Feld als 
homogen betrachtet worden, während es in Wirklichkeit, wenn 
auch nur in geringem Maafe inhomogen ist. Man muf also in die 
Berechnung einen mittleren Feldwert einführen, und zwar nicht 
den arithmetischen Mittelwert, sondern einen ,effektiven“ Mittel- 
wert, der dadurch definirt ist, daB er dieselbe Ablenkung hervor- 
ruft, wie das wirkliche Feld. Für im Verhältnis zur Strahlen- 
bahn kleine Ablenkungen läft sich dieser effektive Mittelwert 
ohne weiteres berechnen, für grôBere Ablenkungen tritt er in den 
Korrektionsgliedern zur Berechnung der reduzirten Ablenkungen 
(s. 0.) in von der Ablenkung selbst abhängiger GrüBe auf. Man 
kann jedoch unbedenklich den Einfluf der Inhomogenität auf die 
Reduktion vernachlässigen und den für sehr kleine Ablenkungen 
berechneten Effektivwert benutzen, solange der Effektivwert sich 
vom arithmetischen Mittelwert nur wenig unterscheidet; dies ist 
aber bei den vorliegenden Versuchen der Fall. (S. w. u.). 

Die Ausmessung des Feldes geschah mittels der (L. c. 1) an- 
gegebenen Methode. Die bewegliche MeBspule hatte einen Durch- 
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messer von 1 cm und konnte durch Verschiebung des sie umhäül- 
lenden Messingrohres in verschiedene Teile des Feldes gebracht 
werden. Zur absoluten Auswertung der Konstanten der Spule 
dienten zwei groBe Kreisstrôme, die nach Art der Helmholtz- 
Gaugainschen Bussole angeordnet waren. Sei die Feldstärke in 
der Mitte gleich 1 gesetzt, so ergab sich im Abstande von x cm 
nach oben oder unten: 


zx H 

0 1,00 

1 0,99 

2 0,925 
3 0,805. 


Der Apparat war so orientirt, daf die ungefähr 4 cm lange 
Strahlenbahn etwa von x — —2 bis x — +2 reichte. Sei 
TZ, — 4, +4, die gesammte Länge der Strahlenbahn, dann ist der 
effektive Mittelwert des Feldes gegeben durch die Gleichung: 


a ri INÉCSRE CC 


Die Auswertung der Integrale ergiebt, wenn mit H' der Feld- 
wert für x — 0 bezeichnet wird: 


17) H, — 


18) H, — 0,993 A". 


Der arithmetische Mittelwert dagegen beträgt : 
19) es 1k “ Häx = 0,98 H' 


ist also, wie bereits erwähnt, vom effektiven nur wenig ver- 
schieden. 

Es ergiebt sich ferner, daf kleine Verschiebungen des ganzen 
Apparates in der x-Richtung 1, nur wenig ändern ; steht z. B. der 
Apparat 0,5 cm hüher als oben angegeben, so wird H, — 0,989 H", 
steht er 0,5 cm tiefer, so wird À, — 0,988 H". 

Ersetzt man in Gl. 16) A durch H, so kann man unter Be- 
nutzung der in den obigen Tabellen angegebenen Werte von X, 
und X, eJu, berechnen. 


102 A. Kaufmann, 
6) Bestimmung von «e/u,: 


In folgender Tabelle sind die Werte von s/u, angegeben zu- 
gleich mit dem Quadrat des mittleren Fehlers (aus den Werten 
der letzten Zeiïle in Tab. I— V berechnet) und dem Gewicht 
p = 107/f. 


Tabelle- VI. 
PI. No. K, K, H' «lu,-107 f* D 


15  0,2705 2,36 200 1,74  0,0001 1,0 
19 0,257 2,561 200 1,80  O0,00025 0,4 
18 0,276 2,610 200 1,97  0,0007 0,14 
24 0,286 2,707 199 1,73  0,0003 0,33. 


Das Gesammtmittel unter Berücksichtigung der Gewichte beträgt: 
elu, = 1,97 : 10°. 

Für Kathodenstrahlen hat S. Simon‘) gefunden: 
elu —= 1,865 : 10° 


bei einem mittleren Entladungspotential von 7500 Volt; daraus 
folgt für unendlich langsame Strahlen: 


élu, — 1,845 : 10. 


Die Differenz des mittels der Abrahamschen Gleichung aus 
Becquerelstrahlen extrapolirten und des bei Kathodenstrahlen ge- 
fandenen Wertes beträgt etwa 4°/o, eine Abweichung, die man 
wobhl den Beobachtungsfehlern zuschreiben darf. Es sei noch be- 
merkt, daB die Berechnung des Gewichts blof nach dem mittleren 
Fehler hier nicht ganz einwandsfrei ist. Der eingangs erwähnte 
Einflu8 der Plattengüte auf die Genauigkeit sollte eigentlich Ver- 
anlassung geben, da denjenigen Platten das hôchste Gewicht ge- 
geben wird, die photographisch am besten geraten sind; die Un- 
môglichkeit, hierbei genügend willkürfrei zu verfahren, hat mich 
hiervon absehn lassen; es ist jedoch bemerkenswert, daB gerade 
die Platte 19, die weitaus das klarste und fehlerfreieste Bild 
zeigt, auch einen Wert für e/u, liefert, der dem Kathodenstrahl- 
wert bis auf etwa 2,b ‘Jo nahekommt. (Die beiliegende Figur ist 


1) S. Simon, Wied. Ann. 69, 589. 1899. 
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nach Platte 19 kopirt, ohne jedoch an Deutlichkeit der Platte 
selbst einigermafen nahe zu kommen). 

Wir kôünnen das Resultat der Untersuchung wohl dahin 
zusammenfassen, daf nicht nur die Becquerelstrahlen 
sondern auch die Kathodenstrahlen aus Ele k- 
tronen bestehn, deren Masse rein elektro- 
magnetischer Naturist. 


Güttingen, März 1908. 


Kgl. Ges, d. Wiss. Nacbrichten. Mathem.-phys. KI. 1908. Hoft 8. 8 


Messungen der Electricitätszerstreuung 
in der freien Atmosphäre auf Capri 
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# = ee © + 
5 |o © ® A Le 
a RUES OS) ER EC NA 
g 200(log V°-log V') Ê [522% BE |:S |[El©| An. 
=. 0 ! RE NS SO + + a © um || 20 n 
Datum |Beobachtet 8 14 L4 15 = 82 S$£ S 2 | à |9[2|]merkungen 
su RN © 431% 5|" À = l8|S 
von | bis A | @l fe Al 
1./X. 1902. | Stürmisch. 
h h 
1.0 | 115/1+193.1 —116.8 —| 2.040, 
v. 201.7;v. 173 
2./X b h 
IX. {| 1.21) 1.36/—123.4 — 16.1 —| 2.400, 20.8] 13.6/75°/,| SE 11251013 
1902 v. 202.9/v. 169 5 À 
h h 
1.42/| 1.57//—122.9 —122.7 — 0.020 °/, 
y. 200.9/v. 200.1 
b h 
1.13! 1.28/1+123.3 —|16.0 —| 2.410 
v. 202.5|v. 169 
3./X le. 
X. 1.34/| 1.49//—123.8 —115.3 — 2.830/, 21.41 13.617209] W 2 1114 
1902 | v. 204.6|v. 165.5 1 
b h 
1.56/| 2.11/|—123.2 —123.0 — 0.022 0/, 
v. 202.1|v. 201.3 
b h 
1.36/| 1.51//+121.5 —]112.0 — 3.050/, 
v. 195.3|v. 149 
nn. h h 
ts 2.06 221228 — 5 3.7304, 22.0] 11.615907, NW | 21015 
v. 200.5|v. 151. 
h b 
2.97!| 2.42/|—121.5 —121.3 — 0.016 °/, 
v. 195.5|v. 194.5 
h 
1.05/| 1.20//+123.0 —115.8 —| 2.410, 
v. 201.3|v. 168 
ex h h 
SUR {| 126 1411082 =157 = 248% 20.6| 12.8/71 | WSW | 16 |6|3 
V. .1|V, , 
h h 
1.47| 2.021228 —l226 —| 0.027, 


v. 200.5|v. 199.7 
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H | 8 & 8 [wa 
a pe £ 4 D 4 , eo Le 5 = 
© œ > [el : 

Datum |Beobachtet|S| yo yr POP op) & ESS AE ë (A &| An- 
‘3 15 E 26|"3"8 Se | ‘à |$|2|merkungen 

M à © d5S|IMS EF | 1215 
von | bis A A PP œ AA 
h h 
1.19/| 1.341+122.8 —|12.1 — 8.910}, 
v. 200.5|v. 149.5 
X h h 
TX. 1.40! 1.55/[—121.5 —|10.4 — 4.46 / 21.2] 13.9/750J,| SW |17.41512 
| 1902 v. 195.3/v. 139.3 d ; 
h h 

2.01/| 2.16//—|21.1 —|20.9 — 0.023 04, 

| v. 193.7|v. 192.9 

| b h 

1.35/| 1.50/+122.5 —|140 — 8.010}, 
v. 199.3/v. 159 

h h 

1 8/X. | 1,56 2.11/— 122.4 —|141 —| 2.940) 22.5] 15.9/78°/,| SW | 8 |414 

| 1902 v. 198.9/v. 159.5 ' ÿ 

h bh 
2.17/| 2.32/|—|21.1 —|20.9 — 0.023 0}, 
v. 193.7|v. 192.9 
h bh 
1.38/| 1.53/141123.9 —|15.2 — 2.89 0h 
v. 204.9|v. 165 
h h 
PD./X. 1.59! 2.141 122.6 —|13.1 — 8.420) 22.3| 12.416640] S |13 [015 
1902 v. 154.6/v. 154.5 $ É 
b h 
2.21/| 2.36/|—122.2 —|22.0 — 0.022 0/, 
v. 198.1|v. 197.3 
h h 
1.20/| 1.35/|-+121.0 —| 8.1 — 4.904, 
v. 193.3|v. 129 
h bh 
10./X. /! 1.41! 1.56//—|21.1 —| 8.4 — 5.140/ 22.8] 12.460 /,| SSE | 22 1215 
1902 v. 193.7/v. 132 7 ° 
b h 
2.03/| 2.18/|—121.0 —120.7 — 0.040 °/, 
v. 193.3lv. 192.1 
me/X 1902. [Stürmisch. 
b bh 
1.33/| 1.48/1+122.5 —|12.2 — 8.79 °/, 
v. 199.3|v. 150 
h h 
Eu 1.54! 2.09//—122.6 —|11.6 — 4.080), 21.0! 12.065 0),| WSW| 5 1315 
v. 199.7|v. 146.8 
h h 
2.15/| 2.30//—122.3 —|22.1 — 0.028 °/, 
v. 198.5|v. 197.7 
h h 
1.17! 1.32/1+121.4 —110.0 — 4.610), 
y. 194.9/v. 137.7 
h b 
4e 1.38! 1.53//—1213 —|10.2 — 4.520/, 20.4] 13.2/75°/,| SE | 3 |714 
v. 194.5|v. 138.5 
h h 
2.00! 2.15//—120.5 —|20.2 — 0.052°/ 


v. 191.3|v. 190 


106 Dr. V. Cuomo, 
| Le = = 2 20 À 
5 |© 2| 0 2 2 | las 
[= + | A > 4 , a pl 5 | 
a 200(log V°-logV')) £ [5.242] m5. $ |£E le An- 
Datum |Beobachtet é yo y’ ( & ) À FE SÈ = ë 8 E ë mcrkungen 
Ë SléSles | AE 
von | bis | Be e ë = AA 
ET 
ONE 
1.53’) 2.084921 — 11.2 — 4190) 
v. 197.7:v. 144.4 
h h 
ss 2.15! 2.30/—122.5 —l12.4 —| 3.700), 19.6! 13.718107) SW | 651814 
v. 199.3.v. 151 s 
h h 
2.36/| 2.51/1—1220 —21.8 —|  0.0280/, 
lv. 197.3!v. 196.5; 
h Het 
1.25/| 1.30/+123.9 —116.0 —| 2.370), 
v. 202.1|v. 169 
h h 
15./X. /| 1.37) 1.52//— 193.3 —115.9 — 2.450, 19.8] 12.617607, W | 551215 
1902 v. 202.5 v. 168.5 
[v. . 168. 
b h 
1.58/| 2.13/1—122.5 —122.2 —|  0.0440), 
v. 199.5|v. 198. 
h h 
1 1.0’ | 1.15//+123.0 —15.6 —| 2.490, 
v. 201.3lv. 167 
h h 
16./X. /| 1.21) 1.36//—122.8 —115.1 — 2.630/ 20.2 13.017407) SW | 5 1114 
1902 v. 200.5/v. 164.5 : : 
bh h 
1.43/| 1.581—129.1 —219 —|  0.0220/, 
v. 197.71v. 196.9 
17./X. : 92 | Regen. 
h h 
1.36! 1.51//+122.4 —\13.4 —|] 9.240, 
v. 198.9/v. 156 
h h 
18./X. /[ 1,571 2.19— 122.0 —|13.4 —| 4.130) 17.6| 5.6370),| W 315 
1902 v. 197.8lv. 156 s i 
h h 
2.18| 2.33—122.0 —1\21.8 —|  0.028°,, 
v. 197.3/v. 196.5 
19./X. 1902. | Regen 
h b 
1.04! 1.19//+123.3 —115.0 —| 2.810, 
v. 202.5/v. 164 
h b 
20./X. /| 1.25] 1.40/— 193.5 —|15.1 — 2.83 04, 18.4| 13.3840/| W 3 [115 
1902 v. 203.3lv. 164.5 “ 
h h 
1.47 2.02/|—)22.9 =122.7 —| 0.020 
v. 200.9:v. 200.1 
h 
1.45! 2.0 |+124.8 —\18.8 — 1.770}, 
v. 209.3 v. 183 
h h 
21/X. {| 2.06! 2.21/—124.0 —117.8 — 191%, 17.8] 10.4 
1902 v. 205.3:v. 117.8 
b b 
2.97 249—|936 —|22.8 —|  0.028°, 
v. 201.3|v. 200.9 
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Datum |Beobachtet 


Zeichen 


yon | bis 


h h 
1.37/| 1.62’ 


200 (log V°-log V') 
15 


E L- ro] + 

ERA à [WE 
5 | 2,4 H 

S |5 "tb. "to 1% ge 

H nl D. 5 2 

2 | SE|eE nm 20 

É |[Selse HAE 

à Él 

© SIMS & 5 
= 

Es Fa en A 


merkungen 


+123.4 —115.4 — 2.680, 
v. 202.9/v. 166 
22/X. ]| 159! 9 
22./X. {l 1,59 2.141080 — 15.3 — 2.610/ 18.8] 12.1175 0/,| SW 
1902 v. 201.3/v. 165.5 - ; 
b h 
2,20/| 2.35/|—|22.7 —|22.5 — 0.022 0), 
v. 200.1/v. 199.3 
h b 
1.48/| 2.03/+122.5 —|16.2 — 220 
v. 199.3/v. 170 
23./X A 
60 1 20? Fer —|15.2 — 2.490, 16.8] 12.2/85 | SSW | 41913 
: v. 198.9/v. 165 
h bh 
2,31/| 2.46/|—122.3 —192.1 — 0.028 0, 
v. 198.5/v. 197.7 
Sehr 
24./X. 1902. Windig. 
h h 
1.12/| 1.27|+193.0 —|15.8 — 2.410), 
v. 201.3/v. 168 
25./X préc ae 
1600 | 1:88) 145 —)22.8 —|15.5 — 2.470, 18.0|10.9/710/,| SE | 30 1 3 
v. 200.5|v. 166.5 
h h 
1.54| 2.09/|—122.6 —122.4 — 0.022 04, 
v. 199.7|v. 198.9 
Wind und 
26./X. 1902. Regen. 
b h 
1.46/| 2.01//+122.1 —|15.0 — 2.480), 
v. 197.71v. 164 
27.X. ]| 2071 2: 
4. {| 2.07/| 2.221994 —]15.0 — 2.57% 17.0] 10.117007) S 5 |7|4 
1902 v. 198.9/v. 164 
b h 
2,98/| 2.43/|— 199.8 —122.6 — 0.027 0}, 
v. 200.5:v. 199.8 
h h 
1.32/| 1.47//4123.0 —|15.8 — 2.410/, 
v. 201.3|v. 168 
h h 
29./X. ]! 1.53| 2.08/|—122.9 —{l16.1 — 2,240, 16.8| 10.717507) SW | 9 1614 
1902 v. 200.9|v. 169.5 
bh h 
2.15/| 2.30/|—122.4 —:229 — 0.0330/, 
v. 198.9 v. 198.1 
h h 
1.11/| 1.26//+22.7 —|15.2 — 2.56°0/, 
v. 200.1/|v. 165 
h bh 
31/X. /| 1.39/| 1.471— 122.8 —\15.0 — 2,81 04 18.0| 8.9/580/,] SW | 3 1113 
1902 v. 200.5:v. 164 | 
h h | 
2.02/| 2.17//—129.1 —121.9 — 0.0220/, 
v. 197.7/v. 196.9 
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November 1902. 


RES 8 [ue 
a & (2#)24) Le | K [8 
Datum |Beobachtet à y° 12% ACER 5: CE: se É 5 È £ So An- 
4 15 & 2%|a"S = © # € 8 merkunger 
1 ES ‘ © |< 5 A 5 ‘# ie lois 
von | bis 4 RAI Es & AA 
h h 
1.17/| 1.32//+193.4 —115.4 —| 2.680, 
y. 202.9/v. 166 
F h h 
es 1.38/| 1.53//—123.2 —115.9 —| 2.410, 18.0 ÉS 0! SW | 21115 
v. 208.1|v. 168.5 
h h 
1.59/| 2.14/— 122.6 =122.4 —|  0.0220/, 
v. 199.7/v. 198.9 
h h 
1.13/| 1.28//+123.5 —115.6 — 2.630, 
v. 203.3|v. 167 
h h 
2./XT. /![ 1.35] 1.50/—!23.3 —116.0 — 2.540) 17.7| 9.7650/,) SE |12 |4|4 
1902 v. 202.5|v. 169 ; 
h h 
11 1.56! 2.11//—22.2 —220 —|  0.0290, 
v. 198.1!v. 197.3 
h h 
1.23/| 1.38//4+123.2 —\15.1 —| 2.730, 
v. 202.1|v. 164.5 
h h 
3/XT. !| 1.44] 1.59/1—122.9 —)142 —|  3.010/ 17.0) 11.580 0/) N |q.c.|1)4 
1902 v. 200.9|v. 160 É F 
h h 
2.06/| 2.21//—122.0 —121.7 —| 0.045, 
v. 197.3!v. 196.1 
h h 
1.32| 1.47//+122.8 —|16.0 — 2.270) 
L- v. 200.5|v. 169 
h=— h 
4JXL /[4:53| 2.08|—122.9 —115.8 —| 2.360 18.0! 10.065 0/,| S 5 1213 
1902 v. 200.9/v. 168 ; { 
h h 
2.15/| 2.30/|—121.8 —21.6 —|  0.0340, 
V. 196.5:v. 195.7 


5.—27/XI. 1902. 


h h 
1.04] 1.19/+ 


h h 
28./XI. /! 1.25! 1.40 — 
1902 

b h 

1.47/| 2.02/|— 


15.2 — 
v. 165 


15.0 — 
v. 164 


22,7 — 
:v. 200.1 


2200 
v. 199. 


© 


22.2 —122.0 — 


v. 198.1 


v. 197.3 


8.580, 
3.64% 12.9 


0.040°/, 


7.5/68 | NW 


| 


4 


oo 


Unter- - 
brechungs 
wegen 
Reparatu ! 
des Elec: 
trometers! 


| 
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b-1 k- © |wl# 
E le8l 0% CRÈIE 
RÉÉE 3 5/8] An. 
à (24/88 "8 © | |merkungen 
5 43143 4 © 3 
E ref Fa = a |A 


+|28.0 —|16.1 — 
v. 201.3/v. 169.5 


8.130, 


3.760, 116| 7.2/710),| ESE 


v. 200.5|v. 164.5 


1,38/|—122.7 =122.5 — 0.026 0/, 
v. 200.1/v. 199.8 


Dezember 1902. 


+128.1 —117.0 — 
v. 201.7|v. 174 


2.690, 


1/XIL. — 12291167 — 2.78°0/, 13.6| 7.867}; E 
1902 v. 200.9|v. 172.5 


—(|22.6 —=|22.4 — 0.026 0/, | 


v. 199.7|v. 198.9 
h bk 
12.0 |12.15//+123.9 —117.0 —| 2.950, 
v. 204.9/|v. 174 
b b 
2/XIL. //12.21//12.86/|—|23.6 —\17.2 — 2.77, 18.8) 9.4/800/,, SW | 81613 
1902 v. 203.71v. 175 “ 
h bh 
12.42//12.57/|—123.0 —1|22.8 —| 00260, 
v. 201.3/v. 200.5 
8./XIL. 1902. | Regen. 
h b 
1.35/| 1.50//+122.2 —117.0 —| 2.410, 
v. 198.1|v. 174 
AJXIL )| 157! 2° 
JXIL 7! 1,57! 2.191227 —117.8 —| 2.370), 10.6| 7.417607) SE | 6 [912 
1902 v. 200.1|v. 175.5 
b h 
2.18| 2.33/—|21.9 —|21.7 —| 0.033, 
v. 196.9/v. 196.1 


h h 
5/XIT. !! 2,06/| 2.21//—|23.0 —|17.4 —| 2.380, 94] 721819,! W | 81413 
1902 v. 201.3|v. 176 

h b 

1.31! 146/+123.0 —|17.5 =| 2.320, 

v. 201.3|v. 176.5 

h h 
1.52! 2.07/1—|23.0 —116.0 —| 2.970, 10.2! 7.677] WNW! 10 |8|3 
v. 201.3/v. 169.0 


b bh 
2 18/| 2.28/|—128,2 —=123.0 — 0.040 °/, 
v. 202.1|v. 201.3 
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a 8 e 5 > d È AE 
6) 200(log V°-logV') Ê [EE 68 | $ [S/S| An 
Datum |Beobachtet $ RAT RENE : EE SE sa È % æ merkunge 
N BImS|TE |: 018 
von | bis CA SEA RE E RÉ 
h h 
1.38/| 1.53/+193.1 —117.6 —| 2.300 
v. 201.7|v. 177.0 
bh h ù 
JR 1.59! 2.14/—|23.0 —|18.0 —| 204%, * | 9.2 e | NW | 21313 
v. 201.3[v. 179.0 
h h 
2.90/| 2.35|—122.8 —|22.6 —| 0.026% 
v. 200.5|v. 199.7 
Wind t 
8.—9/XII. 1802. Re 
h h | 
1.25/| 1.40//+193.8 —|16.0 —| 3.440), | 
v. 204.5|v. 169.0 | 
h h | 
Se 1.47 2.02—122.8 —116.0 —| 3.14, 11.8| 6.716640) SW | 45/1 4 
v. 200.5|v. 169.0 
h h 
2.08| 2.23/—122.0 —l21.8 —|  0.0400/, 
| | | srsmises 
1.40/| 1.55 +l28.0 —l13.5 —| 4400, 
v. 201.3/v. 156.5 
1JXIL. }| 201! 216/—l224 —h30 —| 457%, 114) 4914807] SE |1741115 
1902 v. 198.9/v. 154 
223| 238222 —l220 — 0.040 °, 
v. 198.1/v. 197.3 
137) 1.52 423.2 —188 —| 170%, 
v. 202.1|v. 183.0 
12XUL. ]] 1581 2131230 —h8.0 —| 2.04 CT 11.6! 6.6670,| SE | 5 
1902 v. 201.3|v. 179 
220! 235093 —l20 — 0.060 0, 
v. 198.5|v. 197.3 
Lite 2 1780 EUR PES RS a Cu fe SR Pr RER 
h h | 
1.50/| 2.05+122.0 —|140 —| 3.920, | 
v. 197.3[v. 159.0 
h bh | 
13./XIL. /! 2,117! 2.26/—122.2 —\14.0 —| 4000 12.4) 7.3l680/,) SE | 81315 
1902 198.1|v. 159.0 : 
V. *1/V. A | 
h h | 
2.33/| 2.481219 —|216 —| 0.060, 
v. 196.9/v. 195.7 | 
EE SE 
h h | 
1.40/| 1.55/|+ 22.0 =[150 —| 3.450, 
v. 197.3|v. 164.0 
h b 
14JXIL !! 2,09! 2.172.229 —115.0 —| 3.400 11.7| 6.316120, SE | 61215 
1902 ” [v.198.1/v. 164.0 ; 


h h 
2.24| 2.391210 —|20.7 =|  0.060°/, 


v. 193.3|v. 192.1 
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H = = 0) ee 
5 log V°-] mLe SES # (Êl 
200(log V°-log MO PRUIRRE $S |[K|g An- 
< S 0 
Beobachtet (5! Vo | PE À FE à È 3 & É norkiutes 
N | 
von | bis Ch En = MA 
h h 
1.47 2.02’|+124.0 —118.1 —| 2.290), 
v. 205.3|v. 179.5 
DL) onal ar 
SIL {| 2,08! 2.23/1—124.1 —|18.8 —| 196% 11.2) 6.869) S 2 [101 
1902 v 205.8/v. 183.0 
h h 
2.30'| 2.45'/—|23.0 —\22.8 —| 0.026, 
v. 201.3/v. 200.5 
1G./XIT. 1902. | Regen 
h h 
1.45! 2.0’ |+1245 —\186 —| 2.560, 
v. 207.8/v. 182.0 
Dur) 0 
gt 41 2.06! 2.21/—|23.2 —|18.0 —| 2.120 9.8] 52580] NW | 81015 
1902 v. 202.1|v. 179.0 | 
h h 
2.28| 2.43/—|21.2 —1200 —|  0.040°/, 
v. 194.1/v. 189.0 
h h 
11 1.51’! 2.06//+124.7 —117.3 —| 2.940, 
v. 208.8/v. 175.5 
, h h 
18./XIT. /! 2.99 2,37 _l940 —)17.5 —| 2.620, 11.2) 5.7670/,) SW | 6 |114 
1902 v. 205.3/v. 176.5 
h h 
2.43/| 2.58/—|21.6 —|21.3 —|  0.060°/, 
v. 195.7/v. 194.5 
b h 
1.13] 1.28//+1240 —116.9 —| 3.010, 
v. 205.3[v. 173.5 
7 
SAIT /l 1,85] 1.50'—123.8 —/17.0 —|  2.890/, 12.0) 7.001670) NW | 6|115 
1902 v. 204.5|v. 174. 
hk h 
1.56/| 2.11’—123.0 —122.7 —| 0.040, 
y. 201.3/v. 200 
h h 
1.25'| 1.40//+122.0 —112.4 —| 4.810, 
v. 197.3,:v. 145.6 
h h 
21/XIL. /! 1.47 2.02’ —|21.0 —13.5 —| 3.740, 8.6! 6.5/782/,| SSE | 6 |015 
1902 v. 193.3/v. 151.0 
h h 
2.08! 2.23//—|21.7 —|21.5 —|  0.040°, 
v. 196.1/v. 195.3 
h h 
1.08’! 1.23/1+122.9 —l15.0 —| 3.740, 
v. 200.9/v. 164 
b h 
22.XIL. /| 1.801 1.45—122.7 —115.1 —| 3.640, | 8.6] 4.655°/,| NNE | 10 |1/|4 
1902 v. 200.1/v. 164.5 
h h 
1.51’| 2.06/1—122.0 —|21.8 —|  0.0400, 
v. 197.3/v. 196.5 


112 Dr. V. Cuomo, 
E #4 FL Gi 2 |æ|= 
5 |o 2| o 2 &0 A |4ls 
a + | 4 4 | ES |Ss14 
g 200(log V°-log V') $ (5%) 24% m5 | $ 21 An- 
Datum |Beobachtet S yo 4 Sera à EE SA Êa É & ë merkungef 
N sé = ‘A i 2|= 
von | bis Sue Es = AA 
Heftiger 
23.—924./XII. 1902. Wind. 
h h È 
1.47! 2.02’|+192.1 —|15.0 —| 2490, 
v. 197.7|v. 164 
h h 
5./XIL. /! 2,09! 2.242380 —15.0 =| 3.770, 7.8| 49610) NW | 14 115 
1902 v. 201.3/v. 164.0 
h h 
2.30! 2.45 1—|21.1 — 120.9 —|  0.0400, 
v. 193.7|v. 192.9 
h h 
111250 105'/+198.1 —|17.2 =| 256%, 
v. 201.7/v. 175.0 
Ps h h 
SX /! 1.11 1.26/1—|23.2 —h170 —| 273%, 9.4! 728104! W |1651713 
1902 | v. 202.1/v. 174 
h h 
1.33/| 1.481— 1925 —|223 —|  0.0330/, 
v. 199.3|v 198.5 
h h 
12.0’ |12.15/1+126.0 —\19.5 —| 2.14% 
v. 215.31v. 186.5 
, h h 
[XL /U9,922/12.371— 125.6 — 19.7 —| 1.960, 10.2! 5.660, SSW | 5 1612 
-902 v. 213.3lv. 187.5 
h h 
12.43/112.58/|— 123.6 —/23.4 —|  0.0260/, 
v. 203.7|v. 202.9 
b h 
1.20/| 1.35//+122.8 —|14.1 —| 414%, 
v. 200.5{v. 159.5 
h h 
XL. | 1.411! 1.56/1—123.0 —l14.4 —| 4.10%, 11.2! 75750) SW | 2|8]4 
962 v. 201.3/v. 163 
b h 
2.03| 2.28//—|92.5 —|223 —| 0.033, 
v. 199.3|v. 198.5 
h h 
1.47| 2.02’/+123.3 —117.7 —| 2.320) 
| v. 202.5/v. 177.5 
h h 
JXIL /! 2.08’! 2.23’|—123.2 —17.2 —| 260, 12.2| 8.117607) WSW | 11 |4'4 
902 v. 202.1|v. 175 
b h 
2.99] 2.441--l92.8 —|227 —| 0.013, 
v. 200.5|v. 200 1 
h b 
1.35! 1.50//+123.1 —117.8 —| 2.200, 
v. 201.7|v. 178 
$ h h 
-XIL )l 1,56 2.11/—122.9 —/17.0 =| 2620, 12.0) 721690, SW | 41613 
902 | v. 200.9/v. 174 
bh bh 
2.19 2.84/—l220 —|219 —| 0.020, 
v. 196.9 


VanlOTES: 
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h h 
12.57! 1.12’/+ 


200(log V°-log V”) 
15 


Temperatur 


Absolute 
Feuchtigkeit 
Relative 
Feuchtigkeit 


113 


Wind- 
richtung 
Windstärke 
Bewôlkung 
Dunstgehalt 


22.0 =|13.0 —| 4.410, 
v. 197.31v. 154 
BL D te 
{XL {119 1.841923 —i28 —| 4660, 10.8] 7.2/750),| SW 
1902 v. 198.5. 153 
h bh 
1.40’! 1.55/|—|21.8 —|21.6 —| 0.040, 
v. 196.5|v. 195.7 
Januar 1903. 
h h 
1.10’| 1.25'|+121.9 —\145 —|  3.62°/, 
R À v. 196.9/v. 161.5 
HAL 1.32’! 1.47—122.2 —\16.0 —| 2.960, 9.2! 6.617604) NW | 14 [714 
v. 198.1|v. 169 
bh h 
1.53’! 2.08//— 122.3 —|22.1 —|  0.060°/, 
v. 198.5|v. 197.7 
bh 
1.42+122.9 —l15.0 —| 3.740, 
v. 200.9/v. 164 
J h h 
3./T. 1.49"! 2.04/—|22.7 —\148 —| 3.77%, 10.2! 7.1176 0, SSW | 10 |0|4 
1903 v. 200.1/v. 163 
bh h 
2.10/| 2.25 |—|92.4 —|22.2 —| 0.040 
v. 198.9/v. 198.1 
h h 
1.32’! 1.47'/+123.2 —117.0 —| 2.730, 
v. 202.1[v. 174 
h h 
4.JT. 2.02’! 2.17|—|23.0 —|16.2 —| 3.080, 11.8| 7.371) S 8 |813 
1903 v. 201.3/v. 170 
h b 
2,23/| 2.38'|— 122.7 —\22.5 — 0.026 °/, 
y. 200.1|v. 199.3 
b h . 
1.28| 1.43/+123.4 —|l18.0 —| 2.170, 
v. 202.9/v. 179 
; h h 
5.1. 1.49! 2.041—123.2 —|17.0 —| 2.730, 11.6| 6.115907) SW | 81613 
1903 v. 202.1|v. 174 
b bh 
2,10’! 2.25/1—|22.0 —|21.8 —|  0.0400, 
v. 197.3[v. 196.5 
h b 
1.23/| 1.88/+123.4 —117.4 —| 2.520), 
v. 202.9/v. 176 
bh h 
6.1. 1.45/| 2.0 [—123.1 —117.0 —| 2.690, 11.0! 6.716807) NW | 21613 
1903 v. 201.7/v. 174 j 
h h 
2.06/| 2.21—|22.8 —(22.1 —|  0.040°, 
v. 198.5|v. 197.7 


8 * 


114 


Datum |Beobachtet 


von | bis 


L' 4 


h h 
1.35'| 1.50’|+122.5 —114.0 — 


Dr. V. Cuomo, 


200 (log V°-log V”) 


15 


Absolute 
Feuchtigkeit 
Relative 
Feuchtigkeit 


Temperatur 


Wind- 


richtung 


Bewôülkung 
Dunstgehalt 


Windstärke 


4.100, 
v. 199.3/v. 159 
h h 
pee 1.56’! 2.11/—|22.7 —\141 —| 4160, «112.3! 911840] S |12 |1|4 
v. 200.1|v. 159.5 
h h 
2.18’| 2.33//—|22.5 —|22.3 —| 0.0330,, 
v. 199.3/v. 198.5 
h h - 
1.31/| 1.46/1+122.8 —\15.0 —| 3.720), 
v. 200.5|v. 164 
81] 15) 207230 hs 3.320} 108! 75,770), s |17.5/2|4 
ne ere ou LL RE LE 
Y. è " 
h h_ 
2.14| 2.29'/—|22.3 —|29.1 —|  0.0400/, 
v. 198.5|v. 197.7 
b h 
1.24! 1.394220 —1120 —| 5.120), 
v. 197.3|v. 149 
h h 
9.JL. 1.46’! 2.01/— 121.9 —112.2 —| 4.940) 14.0! 60500) S 121615 
Eve v. 196.9/v. 150 > 
els .196.9/v. 
2.07| 2.29//— 122.8 —122.6 —|  0.02604, 
v. 200.5|v. 199.7 
bh h 
1.36’! 1.51'/+121.0 —/12.0 —| 4.740, 
v. 193.3|v. 149 
10.JT. LE nes : ñ o,| ss 
1o0s 1.58/| 2.13 ou 122 = 4.780, 14.1] 8.269 0), SSE | 26 1914 
ces .0|V. 
h h 
2.19! 2.34’1—|21.1 —)20.8 —|  0.0600/, 
v. 193.71v. 192.5 
h h À 
12.32’/12.47//+121.0 —110.2 =|  6.250/, Die 
v. 193.3/v. 138.5 Dern 
JL Joss) 1081217 —h00 6.69° 2) s16s0l s |26 |8|4|wiederhol 
1903 È 08" —121.7 —110.0 — .699/ : ; fo wiederholt 
v. 196.1|y. 137.7 mit dem- 
h h selbe 
1.15! 1.30’ 18 = 215 = 0.060 °/, | | A PAS 
À .9|V. ; 
12./1. 19083. | Regen. 
h h 
1.47/| 2.02/+1240 —\17.0 —| 2.960, 
v. 205.3|v. 174 
REA die 08 o 0 
1048 .08’| 2.23 1 5e 2.480, 10.6| 7.41760),| SW | 17 10/2 
‘ «O|V. R 
b h 
2.30'| 2.45//—|29.9 —122.7 —| 0.026, 
| v. 200.9/|v. 200.1 
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& Ele$les) w|£ 18 
8 200(og et) $ (252 S 2 à | 5 
Datum |Beobachtet|S| pe | pr [OCT en) à SES ÉE | JE . 
K 15 a [39 LE ES E #12 merkungen 
Li bis on an E AA 
137 159 ie 1—175 —| 2360, 
v. 201.7/v. 176.5 
h 
pi 159! ous —h80 — 2.20 0/, 7.6| 47600! N | 11113 
v. 203.3|v. 179 
h 
2.20! 2.35/_l92.3 21 —|  0.0400, 
v. 198.5/v. 197.7 
128 140/+/3.2 —h5.0 —| 3.85 0, 
v. 202 1}|v. 164 
h 
“4 1467 2.01/—|240 —h6.5 —| 3,220 5.6 32460, w |19 1614 
v. 205.31v. 171.5 
h 
2.07 2.29/—|93.0 —028 —| 0027, 
y. 201.3|v. 200.5 
b 
12.50 105-220 =h143 —| 3.770, 
v. 197.3|v. 160.5 
h 
es 1.271224 —h50 —| 3.610, 5.6 32460, wsw! 16 lo15 
v. 198.9/v. 164 
h 
133! Lagl_lo20 =la1.8 — 0.040 °/, 
v. 197.3/v. 196.5 
h h 
1.48’! 2.03/-+/22.0 —\14.5 —| 3.660 
v. 197.3/v. 161.5 
181) 209! 2241—l23.0 co —| 3.200 6.0! 41580,] N |14416|0 
BL 1 2.09! 224—123.0 —\16.0 = 20, 0! 4115804, 
v. 201.3lv. 169 
h h 
2.31/| 246-1228 —|226 =|  0.0260,, 
v. 200.5[v. 199.7 
h h 
1.27 1421-4081 —h16.5 —| 2960, 
v. 201.7|v. 171.5 
f on DO0E 
Pr 1.48 2.03//—123.7 =h6.5 —| 3.130, 6.0! 3.956! N | 11113 
y. 204.1|v. 171.5 
h b 
2.09 2.24! l297 —l225 =| 0.026 0), 
v. 200.1|v. 199.3 
h h 
11 2.50! 2.05/+124.1 —\18.0 2.370), 
v. 205.8|v. 179 
20./1. L ’ : 1 K 0 c 9IRF 0 nl 
D Al aishoorl bis =hics —| 816% 7.2] 42550) E | 31113 
v. 204.5/v. 171.5 
h h 
2.35! 2.501—\23.0 —|22.8 0.028 0), 
v. 201.3/v. 200.5 


À D 


116 Dr. V. Cuomo, 
EEE mm) 
E [8.8 8 |» 
a E (24/04) ,w|"# |S|S 
2 200 (log Ve-log 7") $ [ES 8 | $ |[4/e : 
Datum |Beobachtet S5| V° y! POERENERUR S El ar £ 2 S KE? An 
e 15  |2Slee| ze | à |>|2|merkungen 
. [NN à [43185 "À = A |E 
von | bis Ex ef Em e 
h h 
1.38'| 1.53'|+123.0 —116.5 — 2.920/5 
v. 201.3/v. 171.5 ; 
22.11. PAL 
1:59:182141= 1925 —=115:0 = 3.64/ 9.8) 6.997604  NNW| 6 813 
UE v. 199.3/v. 164 k ‘ 
h h 
2.91/| 2.36/|—|21.0 —|20.8 —|  0.0400, 
v. 193.31v. 192.5 
28.—24./1 1908. | Kegen. 
h h 
1.36! 1.51'/+123.0 —12.9 —| 4.800, 
By 2015;v1b2.5 
25./1. no 0 0 
1903 2.06/| 2.21 pre 4.974 TOR A SO PIS ASUS 
\'Æ Ets JA'E 
h h 
DOUANES SRE 0.040 0J, 
v. 200.3|v. 200.1 
h h | 
| 1.37 15241240 — 192 —| 1.750, 
v. 205.3 v. 185 
26.11. , ; 
ne SI LD A0 — 1.85°/ 10.2) 6.2,680/ N 5.5| 1|3 
ne v. 205.31v. 184 + ë 
h h 
2.20/| 2.35/|—l938.1 —|229 —| 0.033, 
v. 201.7|v. 200.9 
h h , 
1.30/| 1.45']+123.6 —=116.5 — 3.100}, 
v 2093.71 1715 
27./1. 3 / 2 1 0] 0 0 
1902 1.51/| 2.06 Me AS 2.60 0/, 10.4) 7.017407! NW 11051014 
V. SDLVE 
h h 
210/829741=199098= 9270 0.026 °/, 
v. 200.9!v. 200.1 
b h | 
1.18! 1.534 239 =\170 —| 2.730, 
.v. 202.1/|v. 174 
28.11. LES 7 ” *: 
1903 141156 BALE RUE 3.06 °/, 10.6, 8.118407, SW 2 |114 
v. 201.7/v. 
h h 
2.03") 2.18 |[—122.5 =1221 —| 0.040, 
v. 198.5\v. 197.7 
h 
2.05/|+ 25.0 [16.5 =| 2.920), 
Va 2015 1V A7) 
29./I. RAR 1 ’ 6) « 0 € Q R 
1903 21218227 res Fer 3.16) 10.4) 6.616990, NW 6 |7|4 
v. 202.1|v. 
h h 
2.391 2,4811992.8 025 =| 040%, 
v. 200.5!v. 199.8 
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An- 


200 (log V°-log V')| 
Datum | Beobachtet |’ 14 AÉDRCR TRS ë merkungen 
(7 
E 


Feuchtigkeit 
Relative 
Feuchtigkeit 
Wind- 
richtung 


Bewôlkung 
Dunstgehalt 


Absolute 
Windstärke 


von | bis 


h b 
1.53’! 2.08/|+|23.3 —\18.0 —| 2.140, 
v. 202.5|v. 179 
SL ] sl 281140 —hi72 o o 
us 15/| 2.81//—1240 —|17.2 —| 2.820, 10.5| 6.3167°4] N | 11113 
LA v. 205.8|v. 175 
2.88/| 2.53'|—|23.3 —|23.1 —| 0.033 


v. 202.5/|v. 201.7 


h 
1.35'|+123.5 —116.0 — 3.86 0/, 
v. 203.8|v. 169.0 
31/1. Bec Ru 
1903 1.41’! 1.56—122.9 —114.5 — 8.960), 10.0! 6.8/740/,] N 5 1913 
v. 200.9/v. 161.5 
h h 
2.02'| 2.17/|—122.5 —122.2 — 0.055 °/, 


v. 199.3/|v. 198.1 


Februar 1908. 


Regen 
1.—4./II. 1903. urd Wind. 
h h 
1.27/| 1.42//+123.7 =116.2 —| 3.290, 
v. 204.1|v. 170 
5./IL. 2 UE 
1.49! 2.04/—|23.9 —116.0 — 3.460 9.41 411469, NW | 28 |0|14 
re v. 204.9/v. 169 É 
b bh 
2.10/| 2.25/|—122.9 22.7 —|  0.0260/, 
v. 200.9/v. 200.1 
h h 
1.40/| 1.55//4123.4 —117.5 —| 2.450), 
v. 202.9/v. 176.5 
6.[IL. un Less ;. À 
1903 41 2-01! 2.16— _ 7 és Æ 2.580 10.0! 5.9/640/) N 11213 
Y. .9|V. ; 
h h 
2.28/| 2.88/|—123.0 —|22.8 —| 0.026, 
v. 201.3/v. 200.5 
“Te bh h 
2.0’ | 2.15//+124.8 —|19.0 —| 2.090, 
v. 209.3|v. 184 
7.[IL. - v 
2.21/| 2.86//—124.7 —=120.0 — 1.61°/ 11.0) 5.8540//NNW| 21212 
108 v. 208.8[v. 189 £ 
h h 
2.49/| 2.57/|—|24.0 —|23.9 —|  0.0200/, 
v. 205.3|v. 204.9 


118 Dr. V. Cuomo, 
Re ne Se Se LS 
| 5 e È e È En É ms 
Fe) En 
É 200(log V-log') £ |5%|E 8%] m5 | S |ES 
Datum |Beobachtet |S| V° V' (SERRES CES AUS 5 85 2 & An- 
& 15 & |[£Slae = | = |&|2|merkungen 
. ÎN 5 AS ME RE [215 | 
von | bis Ex Cr = MmlA | 
h h | | | 
1.35/| 1.50/+193.6 — 17.0 —| 2.840, | 
v. 203.71v. 174 | 
9./IL. h b | 
108 [167 2.191230 — 168 =| 302% 10.8! 7.780, NW | 6 |6!3 | 
v. 201.3,v. 170.5 | 
h h | 
2.18/| 2.33/1—122.6 —22.4 —| 0.026, | 
v. 199.7/v. 198.9 
h h 
1.43/| 1.58/4123.0 —117.0 —| 2.650, 
v. 201.3|v. 174 
101.) 204! 219) _lo3.4 —h6o —| 3.330 10.8) 6.6168°/,| WSW 4 
on 19|__|23.4 —|16.0 — 830 8l 6.616804, AU 
v. 202.9|v. 169 
h h 
2.95] 2.40/|_ [23.0 —|22.8 —| 0.026, 
v. 201.8/v. 200.5 
h h 
1.57! 2.19’ + 24.0 —|19.0 —| 1.85% 
iv. 205.3:v. 184 
h h 
1e À 219) 234234 =h17.0 | 2780 10.0! 46500, wsw! 5 [113 
v. 202.9/v. 174 
h h 
2.40/| 2.55—122.0 —1|21.8 —| 0.040, 
v. 197.31v. 196.5 
h h 
1.23! 1.38/1+193.0 —|140 =| 3.980, 
v. 201.3/v. 161.5 
120] Las 1590084 —li5.8 —| 3.450 10.4 6.316804) W | 9 
US : ’ cVene me ; Je ë ‘ lo 813 
v. 202.9/v. 168 
h b 
2.07/| 2.29/|_|93.0 —|22.8 —| 0.026, 
v. 201.3[v. 200.5 
h h 
1.45! 2.0’ |+103.2 —l142 —| 4.240 
v. 202.1/v. 160.0 
h bh 
BAL] 2,08 2281-1230 =15.8 —| 3.32% 10.8] 7.217504) SW |18.714|5 
v. 201.3|v. 168 
h bh 
2.29/| 2.44! 297 —\224 —| 0.040, 
v. 200.1[v. 198.9 
D RSR RE OR RIRE EU | 
h h 
1.27| 1.42+/93.2 —|14.2 —| 4940, 
v. 202.1 v. 160 
14.11. D RU RE à à 0 
1.49 2.04/— 193.1 —140 —| 4.28% 114) 6.916907] S | 6|8l4 
UE 0 
v. 201.7|v. 159 
h h 
2.107) 2.25/1—|23.0 —122.8 —| 0.026, 
v. 201.3|v. 200.5 
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H | SIP 8 |w£ 
É 200 (log V°-log V”) ë EE £S El 8 EE An- 
Datum |Beobachtet|S| V° | © l'OS | SE] AS | Se UE 
8 15 E |2© CE ES | 2 merkungen 
von | bis CIS É r |& AA 
h h 
1.48! 2.03//+123.7 —\16.2 —| 3.290, 
v. 204.1|v. 170.0 
15./II. PA Le 
2.10! 2.25—|23.0 —|15.8 —| 3.320), 11.2| 8.080 0, NNW | 15 |913 
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Zur Theorie der totalen Reflexion. 
Von 


W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Mai 1908. 


In einer Abhandlung vom vorigen Jahr ‘) beschäftigt sich Herr 
E. E. Hall mit dem Problem des Durchganges des Lichtes durch 
eine dünne Schicht, an deren erster Grenzfläche sogenannte totale 
Reflexion stattfindet. Er bedient sich dabei der gebräuchlichen 
Anordnung, welche die dünne Schicht auf der einen Seite durch 
eine ebene, auf der anderen Seite durch eine nach einer Kugel- 
fläche abgerundete Hypothenusenfläche je eines rechtwinkelig gleich- 
seitigen Prismas begrenzt. Einer der Gegenstände seiner Messung 
ist die Bestimmung der Dimensionen der Ellipse, auf welcher 
die dünne Schicht durchsichtig erscheint. 

Die Formeln für den Vorgang gewinnt Herr Hall aus der 
electromagnetischen Lichttheorie und Kknüpft an dieselben eine 
Polemik gegen die Formeln, die ich vor neunzehn Jahren?) für 
das gleiche Problem aus dem Kirchhoff'schen Princip abgeleitet 
habe. Insbesondere constatirt er, daf meine Formeln in dem Falle 
von den seinigen abweichen, daB das erste Medium des zusammen- 
gesetzten Systemes von dem dritten verschieden ist, während sie 
einander identisch sind, wenn das erste und das dritte Medium 
übereinstimmen. Er schlieft aus seinen Beobachtungen, da die 
Durchlässigkeit der dünnen Schicht bei entgegengesetzten Beobach- 
tungsrichtungen ein wenig verschieden ist, und findet diese That- 


1) E. E. Hall, Phys. Rev. 15, 73, 1902. 

2) W. Voigt, Gütt. Nachr. v. 1884, S. 49, In dieser Publication habe ich 
mich durchaus der Lüsungen in reeller Form bedient; cine Ableitung der Re- 
sultate in complexer Form auf einem sebr kurzen Wege findet sich in meinem 
Kompendium IL Bd. $S. 643 u. f. 
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sache in seinén Formeln der electromagnetischen Theorie ausge- 
drückt, während meine Gleichungen das Gegentheil aussagen. 

Die factische Sachlage ist etwas complicirt, und deshalb er- 
laube ich mir, sie im Folgenden aufzuklären. Da eine Differenz 
zwischen der elastischen und der electromagnetischen Lichttheorie 
auf den Gebieten der Reflexion und Brechung an den Grenzen 
isotroper Medien (wie auf vielen anderen) nicht stattfindet, ist 
bekannt, und somit kann die Abweichung der Resultate nur auf 
einer verschiedenen Verwendung der Formeln beruhen. 

Ich babe mich in meïiner alten Arbeit bezüglich der Definition 
der Intensität an meinen Lehrer Fr. Neumann angeschlossen, 
der bei Reflexion und Brechung die Intensitäten einer durch ver- 
schiedene Medien fortgepflanzten Welle mifit !) durch die lebendigen 
Kräfte (resp. Energien) correspondirender Volumina in den ver- 
schiedenen Medien. Dabei sind correspondirende Volumina ent- 
halten in Cylindern von mit der Wellenlänge proportionaler Hüôhe, 
welche seitlich begrenzt sind durch ein System von durch alle 
Medicn fortgepflanzten Strahlen. Diese Definition ist in der frag- 
lichen Arbeit von mir vollständig consequent angewendet worden, 
und sie ergiebt das von mir ausgesprochene Resultat, daf bei um- 
gekehrtem Verlauf der Strahlen gleicher Intensität im einfallenden 
Licht auch gleiche Intensität im austretenden entspricht. 

Dies Resultat läfit sich auch aus den Grundformeln der elasti- 
schen, wie der electromagnetischen Theorie ohne alle Rechnung 
folgern. Ich will dies an den Formeln zeigen, die Herr Hall* 
für die Schwingung benutzt, deren electrische Componente normal 
zur Einfallsebene schwingt. Bezeichnet man die Amplituden in 
den drei Medien 1, 2, 3 mit £,, R,; D', D’; D, und setzt kurz 


H-COS PEUT, 


unter », den Brechungsindex, unter , den (reellen oder complexen) 
Einfallswinkel verstanden, so gilt 


E,+R, = D!'+D, 
ri(E,=R,) = r,(D;-D,); 
D'etRDre = Dee 
Fe =D er Dee 


1) 


Die Bedeutung von « und q kommt für uns nicht in Betracht: zu 


1) 5. z.B. Fr. Neumann, Vorles. über Optik, Leipzig 1885, S. 136, 
2) CS 1914) 
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benutzen ist nur, da « ausschliefilich von dem Vorgange im 
zweiten Medium abhängt. 
Setzen wir nun 
PE 
En = CE, R,r, SE R, D,r, = D, 
Dre = ©, D''r,e = D, 


so nehmen die Formeln (1) die Gestalt an 


Gr, es —h,r,+D'er, Hire 

Cr, — +R,r, +D'er, — D''r,le, 2) 
= — D'rle— D''er, + De “r,, 
0 — — D'r,/e+ D'er,+ Der. 


Der Nenner des hieraus folgenden Ausdruckes für De“, 
nämlich die Determinante, 


—r, +er,, +r,/e, 0 7, +ery +rile, 0 
+r,, +er,, +r,le, 0 +r,, +er, —rle, 0 
O, —r,le, — er, +7, L O, —r,/e, —er, +, 
O, —r,le, +er,, +7, | O, —+r,le, +er,, +7, 


behält seinen Werth, wenn man den Index 1 mit 3 und 3 mit 1 
vertauscht. Das Gleiche gilt von dem Zähler des Ausdruckes 
für De, nämlich für 


Ty Ey — le | O, —7r,le, — er, 
—E,{r,) 0, —r,le, — er, | —7, | O, —r,fe, +er, 
0, — 7,18, + er, | 1 617 hreile 
d. h. für 
rlE Er, Ç 
+2G,;r,r, RE re AG,r,rirs. 


Nun ist das Quadrat des Moduls von €, die Intensität des 
einfallenden, das Analoge von ®, (resp. D,e7*) die Intensität des 
austretenden Lichtes; bei Zugrundelegung dieser Definition ist also 
das Phänomen reversibel. Dasselbe gilt für die zweite Schwingungs- 
componente. 

Bei den zu erklärenden Beobachtungen befindet sich aber die 
Lichtquelle nicht im ersten, der Beobachter nicht im dritten Me- 
dium des oben betrachteten Systemes; es kommen also zu den oben 
 behandelten Brechungen noch zwei weitere (gewühnliche) hinzu. 
Da aber für diese die Reversibilität des Vorganges bei Zugrunde- 
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legung der Neumann’schen Definition längst nachgewiesen ist, so 
ergiebt sich auch die Reversibilität für den ganzen Vorgang. 

Allerdings ist zu beachten, daB die Neumann’sche Definition 
ohne Weiteres nur in den Fällen anwendbar ist, daf die corre- 
spondirenden Räume im ersten und letzten Medium (Luft) aufer 
der stets gleichen Hôhe auch gleiche Grundflächen besitzen. In den 
anderen Fällen ist eine Energie, die im ersten Medium durch eine 
Fläche f hindurchtritt, im letzten auf einer andern f' ausge- 
breitet, und es wird demgemäfi die wahrnehmbare Lichtstärke in 
dem VerhältniB f/f' geändert sein. Aber diese Veränderung ist s0 
zu sagen keine physikalische; ihre Ursache liegt auch nicht in der 
dünnen (totalreflectirenden) Schicht sie ist eine rein geometrische, 
darauf beruhend, da in Folge der verschiedenen Brechungen das 
einfallende Lichthbündel am Schlusse etwas ausgebreitet oder zu- 
sammengedrängt ist. Sie würde dieselbe sein, wenn die dünne 
Schicht ganz fehlte, und das erste Medium das dritte direct be- 
rübrte; sie würde vüllig verschwinden, wenn die Winkel der be- 
nutzten Glasprismen so gewählt wären, da der austretende 
Strahl dem einfallenden parallel verliefe; sie würde dagegen auf- 
treten, wenn das erste und das dritte Medium gleich, aber die 
Winkel der Prismen so gewählt wären, da der austretende Strahl 
dem eintretenden nicht parallel verliefe. 

Die theoretischen Entwickelungen Herrn Hall’s müften auf 
dieselben Resultate führen, wenn er nicht (nach meiner Ansicht) 
bei der Rechnung cinen Fehler begangen hätte. Er berechnet die 
Amplituden der schwingenden electrischen Kraft innerhalb des 
Systemes, wendet aber für die Brechungen an der ersten und der 
letzten Grenze nicht die für die Amplituden geltenden (irre- 
versibeln) Formeln an, sondern die für die Intensitäten nach 
.Neumann’scher Definition geltenden (reversibeln). 

Was schliefilich die Beobachtungen angeht, so kann man unter 
der Annahme, dafi die Grenze der Durchsichtigkeit von der abso- 
luten Intensität abhängt — eine Annahme, die natürlich nicht 
unter allen Umständen zulässig ist, da bei starken ôürtlichen Inten- 
sitätsänderungen offenbar noch andere Umstände Einflu8 auf die 
Beobachtung besitzen, — ohne alle Rechnung zunächst den Sinn 
bestimmen, in dem Beobachtungen, wo das Licht das Prismenpaar 
in der Richtung Flintglas-Crownglas durchsetzt, abweichen müssen 
von solchen mit entgegengesetzter Fortpflanzungsrichtung. Im 
ersteren Falle wird das einfallende Lichtbündel geometrisch zu- 
sammengezogen, im letzteren verbreitert; im ersteren Falle mu 
also die Helligkeit und somit der Durchmesser der Durchsichtig- 
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keitsellipse wachsen, im letzteren abnehmen. Dies ist in der That 
das Resultat der Hall’schen Beobachtungen. 

DaB auch die GrüBenordnung der Hall’schen Zahlen mit der 
vorstehend gegebenen Erklärung stimmt, ergiebt sich durch folgende 
angenäherte Betrachtung. 

Die Schwächung der in die dünne Schicht eindringenden Schwin- 
gungen mit dem Abstand 2 von der Grenzfläche ist durch den 
Factor 


7 2x (/1) Vn?sin? o—1 


bestimmt, wobei 4 die Wellenlänge in der Schicht, # den Brechungs- 
index des ersten Mediums und @ den Einfallswinkel bezeichnet. 
Ist Crownglas das erste Medium, n — 1,516, und der Einfalls- 
winkel auf die Zwischenschicht gleich 45°, so hat der Factor von 
z/à den Werth von rund 2,4. Die in Wellenlängen ausgedrückte 
Differenz der beiden Dicken der Schicht, welche die beginnende 
Undurchsichtigkeit bei der hier vorausgesetzten und bei der ent- 
gegengesetzten Strahlenrichtung characterisiren, findet Herr Hall 
bei nicht sehr genau übereinstimmenden Beobachtungen in der Um- 
gebung des vorausgesetzten Einfallswinkels im Mittel gleich 0,04, 
dem hiernach ein IntensitätsverhältniB von 


2.924.0,04 0,1 
RE ee di 191 


entsprechen würde. Unter gleichen Umständen ist das Verhältnif 
der Querschnitte des eintretenden und des austretenden Strahlen- 
bündels etwa gleich 1,08; hiervon ist das Quadrat in Rechnung zu 
setzen, da die Querschnittsveränderung bei den beiden Beobach- 
tungen im umgekehrten Sinne wirkt. So gelangt man zu einem 
theoretischen Werth von 1,17, der mit dem aus der Bevbachtung 
folgenden hinreichend übereinstimmt und zugleich die Richtigkeit 
der vorstehend gegebenen Erklärung und die Sorgfalt der Hall- 
schen Beobachtungen erweisen dürfte. 


Gôüttingen, April 1908. 


Zur Elektrodynamik. I. 


Zwei Formen des Princips der kleinsten Action in der 
Elektronentheorie. 


Von 
K. Schwarzschild. 


Vorgelegt in der Sitzung am 16. Mai 1903 von F. Klein. 


- $ 1. Eine im Raumelement do befindliche mit der Geschwin- 
digkeit v,, v,, v, bewegte Elektricitätsmenge e erfährt in einem 
durch die Vektoren der elektrischen und magnetischen Kraft 
und H definierten elektrischen Felde eine mechanische Kraft, welche 
in der Lorentz-Wiechert’schen Elektrodynamik folgender- 
mafen bestimmt ist !): 

Bezeichnet man die Componenten der Kraft mit el", el", eF,, 
so gilt: 


1) F,= K,-v,H,+v,H, 


nebst den durch cyklische Vertauschung der Indices hervorgehenden 
Werten der andern Componenten, auf deren Anschreibung ich 
hier wie in allen späteren analogen Fällen verzichten werde. (Da- 
bei ist die Lichtgeschwindigkeit V — 1 gesetzt.) 

Fübrt man statt der elektrischen und magnetischen Kraft 
nach Maxwell das Potential ® und das Vektorpotential L°, I", 
T, ein mit Hülfe der Relationen: 


+ TOP. +7 OR OI, 
© ET Me Ro CU 


so erhält die mechanische Kraft den Ausdruck : 


1) Man vergleiche insbesondere: E. Wiechert, Electrodynamische Elemen- 
targesetze. Drude’s Annalen. Bd. 4. pag. 676. 677. 
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Da: NT à or, of ôT, OT, 
DA Earremson nt lon era) #9 le rar) 
oder 
DDC Peel LOIS GIE OI AU. ds 
D VA 0 
Setzt man 
4) L = D—u,T—v,1,—0,T, 


und benutzt totale Derivierte statt der partiellen, so schreibt sich 
F in der Gestalt: 
dl, d'oL 
Be ge Ta 00 

Da dieser Ausdruck die Form einer Lagrange’schen Variations- 
gleichung hat, so erkennt man unmittelbar die Gültigkeit des fol- 
genden Satzes, welcher eine erste Form des Prinzips der kleinsten 
Aktion in der Elektrodynamik darstellt : 

»In einem gegebenen elektrischen Felde bewegt 
sich die Elektrizität so, da die Variation des In- 
tegrals: 


A) fat (-T+ZeL) 


zwischen festen Zeiten, Anfangs- und Endlagen ge- 
nommen, verschwindet. 

Hierbei ist die Summe über alle elektrischen La- 
dungen e zu erstrecken, T ist die lebendige Kraft 
der ponderablen Massen, an die die Elektrizität ge- 
bundenvist, und'LuistdieuGrôBe D—v,lI,—v,[}-—v,7,, 
welche ich als ,elektrokinetisches Potential“ be- 
zeichnen will“. 

Man gewinnt einen sehr einfachen Ausdruck für das elektro- 
kinetische Potential, wenn man den Zusammenhang der ® und 7 
mit der Verteilung der Elektrizität im Raume einführt. Bezeichnet 
man nämlich die Raumdichte der Elektrizität im Element dœ zur 
Zeit { mit y(t), so gilt im Punkte à’, y', 2’ zur Zeit (': 


D oser re fté-net-) 


Hier ist r der Abstand des Elements do von dem Aufpunkt 
z', y', z' und es sind in jedem Raumelement die Werte der Dichte 
und Geschwindigkeit zu benutzen, welche dort zu einer um die 
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Lichtzeit zurückliegenden Epoche galten. Das elektrokine- 
tische Potential erhält damit folgende Gestalt: 


C) L= [Lyt-nn-v (06-17 008 (0, 0] 


Dieser Ausdruck stimmt überein mit dem von Clau- 
sius aufgestellten elektrodynamischen Potential, 
vermehrt um das electrostatische Potential, nur 
da für die Dichte und Geschwindigkeit der wirk- 
samen Elektrizität die Werte einzusetzen sind, 
welche zu einer um die Lichtzeit zurückliegenden 
Epoche galten. Hier ist also der Uebergang von der Fern- 
wirkungstheorie zur Annahme zeitlicher Ausbreitung der elektri- 
schen Kraft in einfachster Weise vollzogen. Es ergiebt sich, daf 
die ganze Elektrodynamik in die bisherige Mechanik 
aufgenommen wird durch die bündige Aussage: Unter 
das Integral des Hamilton’schen Prinzips ist beim 
Vorhandensein elektrischer Ladungen noch der Be- 
trag ZeL, über alle Ladungen e summiert, einzuführen. 

$ 2 Während im Vorstehenden alle Wirkungen auf die elek- 
trischen Ladungen selbst zurückgeführt sind, kann man namentlich 
für die Optik ein Variationsprinzip wünschen, welches nicht nur 
die ponderomotorischen Kräfte, sondern auch die Feldgleichungen 
für die elektrische und magnetische Kraft durch bloBe Variation 
liefert. Derartiger Prinzipe hat Lorentz eines an die Spitze 
seiner Begründung der Elektronentheorie gestellt), ein anderes 
ist von Helmholtz für die Hertz’ sche Elektrodynamik gebildet 
worden *), welches sich aber auch in der ganzen Art der Variation 
von dem Lorentz’schen Prinzipe unterscheidet. Hier soll ein 
Prinzip formuliert werden, welches die Gleichungen der Elektronen- 
theorie liefert, aber in der Art der Variation dem Helmholtz’- 
schen Prinzip analog ist. Es baut sich unmittelbar auf dem eben 
angegebenen Satze auf und lautet: 

Zur Berücksichtigung der elektromagnetischen 
Wirkungen ist demIntegral des Hamilton’schen Prin- 
zips die GrôüBe: 


D) fat 


hinzuzufügen. 


Lu 74 


1) Lorentz, La Théorie de Maxwell. 
2) Helmholtz, Gesammelte Abhandl. Bd. III. p. 476. 
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Es sind dabei einerseits X, H und ZL nach (2) und (4) auszu- 
drücken durch ® und die I' und die vier letzteren GrüBen zu va- 
riieren, andrerseits ist die Bewegung der ponderabeln Massen und 
damit zugleich der auf ihnen haftenden Elektrizität zu varüeren. 
Das Integral ist, wie stets beim Hamilton’schen Prinzip, zwi- 
schen festen Zeiten zu nehmen, und die Variationen des Ortes der 
Massen, wie die Variationen der Componenten des Vektorpotentials 
T',, 1, T, müssen für die Grenzzeiten verschwinden. 

Ich will die Ausführung der Variation andeuten. Die Va- 
riation des Integranden nach @ ergiebt: 

00® 00 00 D 


Vollzieht man die nôtigen partiellen Integrationen, so folgt als 
Bedingung des Verschwindens der Variation: 


Die Variation nach 17, giebt im Integranden 


H O0T, OùT, OùT, 
*.0y 0z dé 


—"H +K, — Any v, ÔT, 


und damit als Bedingungsgleichung : 


Das ist die erste Hälfte des Maxwell’schen Gleichungs- 
systems. Die zweite steckt bereits in dem Ansatz (2), in der Be- 
hauptung, daB sich die 6 Komponenten der elektrischen und mag- 
netischen Kräfte in dieser Form auf die vier GrüBen ®, I" zu- 
rückführen lassen. In der That erhält man aus (2) durch ein- 
fache Differentiationen : 


LL ONRC) CSA) : 
y  dæ 


Was die Variation nach der Bewegung der Massen und der 
mit ihnen verbundenen elektrischen Ladungen angeht, so kann man 
in zweierlei Weisen verfahren, welche respektive der Lagrange’- 
schen und der Euler’schen Auffassung in der Hydrodynamik ent- 
sprechen. Entweder man setzt doy — de und verfolgt die ein- 
zelnen Massenteilchen mit ihren unveränderlichen elektrischen La- 
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dungen de. Das ist der Weg, der rückwärts im vorigen Para- 
graphen beschritten wurde. Oder man betrachtet die Aenderungen 
der elektrischen Dichte y und der Geschwindigkeit, welche bei der 
Variation der ganzen Bewegung an einem bestimmten Ort do er- 
folgen. Letzteren Weg will ich zur Controlle jetzt gehen, obwohl 
er an sich der verwickeltere ist. 


Die Coordinaten eines Massenteilchens, welche bei der Aus- 
gangsbewegung zur Zeit { die Werte x, y, z haben, mügen bei der 
varierten Bewegung zur selben Zeit gleich x +Ë, y+m, z2+6 sein. 
Die Dichte der Elektrizität gehe dadurch am Punkte x, y, z aus 
dem anfänglichen Wert y in den Wert y+0% über. Dann ist 
offenbar entsprechend der hydrodynamischen Continuitätsgleichung : 


Ô Ge) (un) GE 


Die Geschwindigkeit eines bestimmten Masseteilchens in der 
z-Richtung wächst bei der Variation der Bewegung um 


ed AO ue En 
dt toc og" 

Um auf die Geschwindigkeitsänderung an demselben Ort zurück- 

zukommen, hat man hiervon noch den Betrag 


Ou, 
Ôx 


abzuziehn. Es wird also die ganze Variation von v,: 


Le OË 
LE FRET > 


RS dE Ov, Ov, 
Vs Sy + Sr Et apte 02 


+ 


Setzt man diese Variationen in yL ein, so erhält man z.B. 
folgende von Ë abhängigen Terme: 


9 (4) CE QUO RC 20 
nt. (D—v,T,—v,7,—v,7)— ur (S Ge pour Late à &) 
dv, Us Ov, 
+aë(r. Sep mp v+r a) 
und diese licfern zur mechanischen Kraft in der x-Richtung den 
Beitrag : 


9 « 
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ôœ 0 Ô Q d 
LS —(. L)— CT) CT) + QT.) 


Ô Ô 0] Ov, Ôv Ov, 
+ QD) + Gn T)+ 2 GMT) +4 ÎT : | 


Ôx ts 0x +£ Ôx 
oder, wenn man berücksichtigt, daf während der Bewegung natür- 
lich die Gleichung : 

Ov,4 
Ôx 
erfüllt ist, durch leichte Umstellung: 


pe Len", fan en), (a an) 
4 ox To lo oo) "lo )| 


Oz Fou tr na 
Rs y 10e Pre 


Ôy 
BTE 


Da diese Kraft als die von dem System nach aufen hin aus- 
geübte zu verstehen ist, so befindet sich dieselbe auch dem Vor- 
zeichen nach mit dem Ansatz (1) oder (3) der Elektronentheorie 
in Uebereinstimmung. 

Hiermit ist das gesamte System der Lorentz- 
Wiechert’schen Elektrodynamik aus dem Variations- 
prinzipe (D) abgeleitet. 


Zur Elektrodynamik. IL 
Die elementare elektrodynamische Kraft. 


Von 
K. Schwarzschild. 


Vorgelegt in der Sitzung am 16. Mai 1903 von F. Klein. 


$ 1. Während in meiner vorigen Note eine môglichst bündige 
Zusammenfassung der Elektronentheorie in eine einzige Formel 
angestrebt wurde, soll hier nach der entgegengesetzten Richtung 
vorgegangen und ohne Rücksicht auf die verwickelte Gestalt der 
entstehenden Ausdrücke explizit die Kraft angegeben werden, 
welche eine beliebig bewegte elektrische Punktladung auf eine 
andere ebensolche ausübt. 

Man braucht zu diesem Zweck nur noch einen kleinen Schritt 
über Herrn Wiechert’s Untersuchungen ,Ueber elektrodyna- 
mische Elementargesetze“, (Annalen der Physik, 4 Folge, Bd. 4) 
hinauszugehen. 

Die gesamte Kraft, welche das durch die elektrische Kraft X 
und die magnetische H bestimmte Feld auf eine mit der Ge- 
schwindigkeit v bewegte Ladung e ausübt, hat in der Lorentz- 
Wiechert'’schen Elektrodynamik den Betrag e.F wobei: 

1) F, = K,-v,H,+v,H, 


ist (die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 gesetzt). 

Elektrische und magnetische Kraft lassen sich mit Hülfe eines 
skalaren Potentials ® und eines Vektorpotentials T' ausdrücken in 
der Form: 


2) K == a HU —— 1 Re 
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Herr Wiechert leitet nun (1. c. pag. 682) für die Potentiale ® 
und 1, welche die mit der Geschwindigkeit  bewegte Punkt- 
ladung e in einem anderen Punkte e! zur Zeit t! erzeugt, die Aus- 
drücke ab: 


1 n. 
3) D — e Crea 15 pr: CN 


Die Entfernung r zwischen e und e’ ist in diesen Formeln in dem 
Sinne (e,e') zu nehmen (umgekehrt wie bei Herrn Wiechert). Die 
in Klammer gesetzten Ausdrücke sind, wie durch den Zusatz t — #—r 
angedeutet, für eine um die Lichtzeit vor {’ zurückliegende Epoche 
zu bilden. 

Will man aus ® und den I" nach (1) und (2) die mechanische 
Kraft selbst berechnen, welche eine Punktladung e auf eine andere 
e' ausübt, so hat man nichts anderes zu thun als nach der Zeit t' 
und den Coordinaten von e’ zu differenzieren. Das ist aber des- 
halb nicht ganz einfach, weil mit dem Ort von e’ sich auch die 
Lichtzeit und damit Ort und Geschwindigkeit von e ändern. Man 
kläre sich die Verhältnisse auf folgende Weise. 

Die Coordinaten von e/, welche bei den Differentiationen als 
unabhängige Variable zu betrachten sind, seien x’, y', z', die Coor- 
dinaten von e zu irgend einer Zeit { seien æ(f), y(t), #(t). Es ist 
dann: 


4) = (a—x(t) +(g'—-yO) + (20) 


und es kommt für die Wirkung auf € nur diejenige frühere Lage 
von e in Betracht, für welche gilt: 


b) t— t'—7r. 


Ist die frühere Bewegung von e, wie das vorauszusetzen ist, be- 
kannt und vorgeschrieben, sodaf x, y, 2 gegebene Funktionen 
von é sind, so ist das eine Bedingung für {, aus der sich t als 
Funktion von t', x’, y’, z' darstellen läft. | 

Ich treffe nun folgende Festsetzung: Alle Funktionen von 
z',y,2,t,t sollen mit einem Querstrich versehen werden, wenn 
sie als abhängig von diesen b selbstständig gedachten Variabeln 
zu betrachten sind. Der Querstrich fällt fort, wenn in der ur- 
sprünglichen Darstellung + eliminiert und durch die aus (6) hervor- 
gehende Funktion von x’, y', z!, t' ersetzt ist. Bei der Berechnung 
der Kraft nach (1), (2) sind die Funktionen natürlich in letzterem 
Sinne verstanden, also ohne Querstrich zu lassen. 

Es gilt für jede beliebige Funktion f: 
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Of Dis 10h (Of 0 ôfrint tof of 68 
da — tot om" OÙ 6 | où 
und es ist nach (5): 
| or 
or" A1 SEM MERE 
À EE TAC ART Pen FUEL 
of ot 


Ferner lassen sich ® und I in der Form schreiben: 


e Ôx 
É at Pa a 
do 
Auch sei noch vorausbemerkt, daf: 
o* ais 9°(7°) Œ . 
junte gl or 1 AN A 
8) 2 ox"! x &(8), 2 ox'ot ot ist. 


$ 2 Berechnung der elektrischen Kraft. Die elek- 
trische Kraft im Punkte x'y'2' zur Zeit {’ wird gegeben durch: 


oæ _or. 
Ôx' ol’ 


In der eben eingeführten Bezeichnungsweise folgt: 


K, = - 


OX — 
ôt o(r-&) 1 de op à 


# mn Ron Joue chaton (on PRG ide 
ot! 
und unter Benutzung von (6), (7), (8): 
1 
sr Éd 1 or Q. 
ot 
per 0 {D 67 0F\0® 0 0® 
= sr le son) ( RUN ot ? 


was sich umsetzen läBt in: 


(o) OF 0 {--/ or 0°7r° 
L'Esssc lo(1+ a a Ce tar) 
Da 


Do  ® oem  6ù * ? Got 
ist, so folgt leicht: 
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108 0x 
(o}1 
1 dr? 
D pi + 
B) PT RUE te 9 
T oo [2 re 
ot 


Es ist damit die elektrische Kraft auf eine Art von 
Potential P zurückgeführt. Drückt man die Differential- 
quotienten von » nach # direkt durch die Componenten der Ge- 
schwindigkeit v,v,v, und der Beschleunigung w,w,w, von e zur 
Zeit é aus, so erhält man: 


r— 0, (2'—2x)—v,(y —y) —v,(2— 2) r(1—vcos(rv)) ’ 


durch Differentiation nach x’ folgt: 


nr — Lo —v,—v, +0, (2'—2) +0 (y'—y)+w,(2 —2) _ 1-0" +rwcos(rw) 


nerait rIL:ce cos (rv)]° FT [1 —v cos (rv)]° r 


Hieraus liest man folgendes ab. Die von e im Punkt zx'y'2 
erregte elektrische Kraft setzt sich aus drei Teilen 
zusammen: 

aus einer Kraft in Richtung der Verbindungslinie: 


KE w 1 Te Ù 20) 


K — ge" 1—v"+rw cos (rw) 
1 nr [1—vcos(rv)] 


aus einer Kraft in Richtung der Geschwindigkeit v von e: 
K, = —-v.K, 


und aus einer Kraft in Richtung der Beschleunigung w von e: 
ee’ w 
RTE ET TU 
Es braucht kaum wiederholt zu werden, daB hier unter v und w 
die Geschwindigkeit und Beschleunigung von e in dem Momente 
zu verstehen sind, in welchem die Lichtwelle von e ausgeht. 


8 3. Berechnung der magnetischen und der mecha- 
nischen Kraft. Während die explizite Darstellung der elektri- 
schen Kraft sich als ziemlich verwickelt herausgestellt hat, erweist 
es sich als sehr leicht, sobald einmal die elektrische Kraft be- 
rechnet ist, daraus die magnetische und die mechanische Kraft 
abzuleiten. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 8. 10 
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-Man findet zunächst für die magnetische Kraft: 
195-8502 (2e 
0x 0D Ôÿ 0D  Ôt O [0x —\ Ô à [0 — 
— @Œ y où Hentotlor )- 27 rate } 
Berücksichtigt man die oben abgeleiteten Formeln: 
10e or nd or Ô0rL& 0% 


x où — 6 ‘Foro 


La 
ot ox! 2 Or ot 
F7 ÔF  Ôx! of 
1 er 


und die entsprechenden für die andern Coordinaten gültigen, so 
erhält man: 


__ Ô7 f0® dt à [oyÿ — Ôr (0D dt Ô [ox ., 
B= or to al )| Sr (se + or ot (or ?)] 


oder in Rücksicht auf den Ausdruck (9) der elektrischen Kraft: 


Ôr 0® 07 ot ÔF o0® ôr ôt 
one ep er meer 
mithin schlieflich: 
ÔF or 
C) H, = ET K,— ox K;; 


Da die Differentialquotienten _ u. s. w. einfach die Richtungs- 


cosinus von 7 bedeuten, so läft sich dieses Resultat in Worten 
so aussprechen: 

»Die magnetische Kraft steht senkrecht auf dem 
Radiusvektor und der elektrischen Kraft und hat 
den Betrag: 

s H = Ksin(£Æ,r)“. 

Die mechanische Kraft, welche die mit der Geschwindigkeit v' 
bewegte Elektricitätsmenge e' erfährt, setzt sich nach (1) zu- 
sammen aus der elektrischen Kraft und einer Zusatzkraft, welche 
senkrecht auf der magnetischen Kraft und v' steht und den Be- 
trag Hv'sin (H,v') hat. Eine einfache geometrische Betrachtung 
lehrt, daB infolge des eben gefundenen Zusammenhangs zwischen 
Æ und H diese Zusatzkraft in die Ebene (X,r) fallen muB und 
den Betrag hat: 
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Kv'sin(XK, r) cos (v', [K, rl). 


Das läft sich so in Worte fassen: ,Die mechanische Kraft, 
welche eine Ladung e auf eine andre Ladung e! aus- 
übt, die sich mit der Geschwindigkeit v'  bewegt, 
setzt sich zusammen aus der elektrischen Kraft X, 
die e am Orte von e’ erzeugt, und einer Zusatzkraft. 
Die Zusatzkraft liegt in der durch die Richtung der 
elektrischen Kraft und der Verbindungslinie r von 
e und e' bestimmten Ebene senkrecht zu v' und hat 
den Betrag 
Ku'sin (K, r), 

wo uw die Projektion von v' auf diese Ebene be- 
deutet“. 

Von den beiden hiernach noch môglichen Richtungen der 
Zusatzkraft ist diejenige zu wählen, welche von #' aus im 
Drehungssinne Æ, r liegt. 

Es ist ein prinzipiell interessantes Ergebnis, daB die Ele- 
mentarkraft zwischen zwei Punktladungen hiernach insofern im 
Rahmen der übrigen Mechanik bleibt, als sie sich nur von den 
ersten und zweïiten Derivierten der Coordinaten nach der Zeit 
abhängig erweist. Allerdings handelt es sich dabei um die Werte 
dieser GrôüBen für zwei verschiedene Zeiten, nämlich um die Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung des erregenden Elektrons im 
Momente des Ausgangs der Kraftwelle, um die Geschwindigkeit 
der getroffenen Ladung im Momente, wo sie von der Welle ein- 
geholt wird. Die Bewegungsgleichungen für ein Sy- 
stem von Punktladungen sind daher als Differen- 
tialgleichungen wiederum nur von der zweiten 
Ordnung, ihre Schwierigkeit liegt darin, da sie 
zu gleicher Zeit Funktionalgleichungen sind. 


8 4 Andere Darstellung der mechanischen Kraft. 

Setzt man den Wert (C) der magnetischen Kraft in den Aus- 
druck (1) der mechanischen Kraft (in welchem die Componenten 
von v mit einem Accent zu versehen sind, da es sich um die Wir- 
kung auf e' handelt) ein und benutzt für die elektrische Kraft 
die oben gefundene Darstellung (A), (B), so erhält man für die 
mechanische Kraft den Wert: 


Ôr 
__: 1—v'cos(rr) OP DOM LITO P ON OP. PA GP: 
SR namenen cr ol er (a + % ag, + an) 
Tr de 
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Man führe als neue Variable die Coordinaten des Punktes 
ein, in welchem sich e/ beim Ausgehen der Welle von e befunden 
hätte, wenn es die ganze Zeit über bereits die Geschwindigkeit v' 
gehabt hätte. Dieselben werden gegeben durch: 

£ —= x'— UMA 
A EH A CE Cr A Cm À 
à = #—v!. 


Es folgt für irgend eine Funktion f von z'y'z': 


Œ M As 
dE — fre Vo tro ce … 
Ru of of PRO 
ae + 7. — (1— v' 608 (ru) (o! ru ot Rent 


Das giebt auf F de. 


1—v'cos(rv) 0P 


1) x Î1—vcos(rv) Ôg ? 


wonach also auch die gesamte mechanische Kraft nach 
Abtrennung eines geeigneten Faktors noch durch 
Differentiation des oben angegebenen Potentiales P 
nach den neuen Variabeln j,9,3 gewonnen werden 
kann. 


$ 5. Erster Specialfall Zwei mit gleichfôrmiger, 
gleicher und gleich gerichteter Geschwindigkeit be- 
wegte Ladungen. 

Wir halten uns hier am besten an die letzte Darstellungsart 
(D) der mechanischen Kraft. Ist v — v', so folgt: 


Es ergiebt sich also sofort, daf die mechanische Kraft in diesem 
Falle ein Potential hat. Legt man zur Vereinfachung die x- Axe 
in die gemeinsame Bewegungsrichtung, so ist der Wert des Po- 
tentials nach (10): 

1—° 


RE TT CET 


Die Einführung der Variabeln x,ÿ,3 an Stelle von x pis! z' liefert 
durch eine einfache Rechnung: 


RP PA Er -RRe 
VE +6 +F6-210 0) 
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Man befindet sich hiermit auf dem Boden bekannter Sätze über 
die Kräfte, welche elektrische Ladungen bei einer gemeinsamen 
gleichfôrmigen Translation auf einander ausüben. 

$ 6. Zweiter Specialfall Mechanische Krafteiner 
gleichfôrmig bewegten auf eine beliebig bewegte La- 
dung. Wenn die Beschleunigung w der erregenden Ladung e ver- 
schwindet, so wird das Potential P: 

1—v 
r—v,(t'—2)—v0,(y'—y)—v,(# — 2) 
und es folgt für die elektrische Kraft nach $ 2: 
1 1—v ; 
Fos pop 22.1) 


P — 


Setzt man: 
E—z—-2—-vr = (rx) + (y— y) + (2 — 2) 
7n—=Y—Yy—v,r 
= 2 —2—vr og = E+n +6, 
so sind Ë, », & Relativkoordinaten von e' bezogen auf die gleich- 
zeitige Stellang von e,@ ist die wirkliche Distanz beider 
Ladungen, beides gültig für den Moment des Eintreffens der 
Welle in e. Eliminiert man z'y'z' mit Hülfe von £,7,6, so er- 
hält man: 
er NL tien 264 
— vs oo) 0° 


Daraus folgt: ,Die elektrische Kraft ist nach dem gleich- 
zeitigen Ort der erregenden Ladung hin gerichtet und 
hat den Betrag: 


Æ, 


1 1—° à 

e [1—vsin(ve)" ‘ 

Um die mechanische Zusatzkraft zu finden, beachte man, daf das 
Dreieck zwischen den Lagen von e und e' beim Eintreffen der 
Welle und der Lage von e beim Ausgang der Welle die Seiten 
r, o und #.v hat und daB daher die Gleichung gilt: 


K — 


rsin(r,@) = rsin(r, À) = r.vsin(v,o) 
oder 
sin (r, À) = vsin(v, og). 
Damit folgt nach $ 3 für die Zusatzkraft : 
| Die Zusatzkraft liegt in der Ebene, welche die Verbindungs- 
linie von e und e’ und die Geschwindigkeïit v von e enthält, senk- 


140 K. Schwarzschild, 


recht zur Geschwindigkeit v' von e’ und hat den Betrag: 


1—° 


Tv sin Cor Le sin (v, @) cos (v' [o, v]). 


Es erinnert diese Formel unmittelbar an das GraBmann'’sche 
Elementargesetz der älteren Elektrodynamik und man kann in 
der That unser Resultat exakt so aussprechen: 

Man erhält die mechanische Kraft, welche eine 
gleichfôürmig bewegte Ladung auf eine andere be- 
liebig bewegte ausübt, indem man die gewôhnliche 
Coulomb’sche elektrostatische Kraft und die Graf- 
mann’sche Elementarkraft addiert und die resul- 
tierende Gesamtkraft mit dem Correktionsfaktor 


1—0° 
[1 — v° sin (ve)|"* 


multipliziert, wobei v die Geschwindigkeit der er- 
regenden Ladung, edie Verbindungslinie der beiden 
Ladungen ist“! 

Es mu bemerkt werden, daB diese Regel wohl auf das Stu- 
dium der Bewegung von einzelnen Elektronen anzuwenden ist, 
daf aber in einem geschlossenen elektrischen Strom schon wegen 
der Krümmung der Strombahn die Beschleunigung nicht gegen- 
über der Geschwindigkeit vernachlässigt werden kann. Man darf 
also hieraus nicht etwa ableiten wollen, daf der obige Correktions- 
faktor an die alten Induktionsgesetze für geschlossene Strôme 
anzubringen sei. 


$ 7. Dritter Specialfall. Feld in groBer Entfer- 
nung von der erregenden Ladung. 

Das Potential P, aus dem in $ 2 die elektrische Kraft abge- 
leitet wurde, hat nach (10) den Betrag: 


Pè 1— 0 w cos (rw) 
7 r(—vcos(rv)) 1 —v cos (rv) 


Für hinreichend groBe Entfernung von der erregenden Ladung ver- 


1) In dem im Druck befindlichen Referat über elektrodynamische Elementar- 
gesetze (Encyclopädie der mathemat. Wissenschaften, Bd. V, 12) von Reif und 
Sommerfeld betont Herr Sommerfeld die nahe Verwandschaft zwischen der 
: EÉlektronenthcorie und dem älteren Clausius’schen Potentialgesetz, sowie dem 
GraBmann’schen Elementargesetz. Seine Anschauung wird durch $ 1 meiner 
vorigen Note, sowic durch $ 3 und 6 der gegenwärtigen durchaus bestätigt und 
zugleich präzisiert. 
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schwindet, wenn nicht grade w genau Null ist, der erste Teil von 
P gegen den zweiten, es bleibt allein der von der Beschleunigung 
w abhängige Teil übrig: 

__ _wcos (rw) 
ce 1 — v cos (rv) 


Da derselbe nur noch von der Richtung, aber nicht mebr von der 
GrôBe von r abhängt, folgt: 
oP 
kde 0 
d. h. in groBer Entfernung von der erregenden Ladung 
steht die elektrische Kraft senkrecht auf demRadius- 
vektor. Daraus ergiebt sich unmittelbar nach S$ 8, 
da in groBer Entfernung von der erregenden Ladung 
die magnetische Kraft gleich der elektrischen Kraft 
ist. Zugleich steht sie senkrecht auf der elektrischen 
Kraft und dem Radiusvektor. 

In grofer Entfernung von der erregenden Ladung 
herrschen also stets (aufer bei verschwindender Beschleuni- 
gung) die Verhältnisse, die man von den Lichtwellen 
her gewohnt ist. 

Ist die Geschwindigkeit v klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, 
so ergiebt sich als angenäherter Wert des absoluten Betrags der 
elektrischen und magnetischen Kraft: 

w sin (wr) 
ee 


K.—.H — 


Man erkennt daraus, wie das schon verschiedentlich angedeutet 
wurde, daB wir an der Intensität des Lichtes, welches von einem 
schwingenden Elektron erzeugt wird, nicht das Quadrat seiner 
Amplitude oder Geschwindigkeit, sondern seiner Beschleunigung 
beobachten. 


Bemerkungen über die Fascien und Venen 
des männlichen Beckens. 


Von 
Fr. Merkel. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Juni 1903. 


Ein Referat über die Arbeit von Denonvilliers über die 
Beckenfascien in Archives générales de méd. vom Jahre 1837 
beginnt mit den Worten: ,Ungeachtet der Fortschritte, welche 
in dieser letzten Zeit die chirurgische Anatomie gemacht hat, 
kann man doch nicht leugnen, daB noch viel Confusion herrscht 
in der Geschichte der Fascien“. Dies kônnte heute geschrieben 
sein; denn es herrscht nur über die Bedeckungen des Diaphragma 
urogenitale an seiner unteren und oberen Seite eine einheitliche 
Auffassung, indem allgemein angenommen wird, daB dasselbe auf 
beiden Seiten von einer kräftigen Bindegewebsmembran bedeckt 
wird. Die Auskleidung der Fossa ischiorectalis und diejenige des 
inneren Beckenraumes aber bedarf, wie mir scheint, nach Bau 
und Function noch weiterer Klarstellung. 

Auskleidung der Fossa ischiorectalis. In einer 
früheren Arbeit') habe ich meine Auffassung von den Fascien im 
Allgemeinen soweit ausgesprochen, da ich hier darauf verweisen 
kann und es sei nur besonders betont, daf jede typische Fett- 
anhäufung im Kôrper durch eine deutliche die Oberfläche ringsum 
deckende Membran gegen die Umgebung abgegrenzt wird; dies 
ist der Fall in der Augenhôühle, am Fettpfropf der Wange, dem 
Fettpolster des Halses, in der Kniekehle und endlich in der Fossa 
ischiorectalis. DaB es sich dabei gegebenen Falles nicht um eine 
Muskelfascie handelt, sondern um die Abgrenzung des Fettes, 
thut am besten das Verhalten in der Augenhôhle dar, wo die 


1) Fr. Merkel, Ueber die Halsfascie. Anatom. Hefte, 1. Heft, p. 77, 1891. 
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geraden Augenmuskeln, so lange sie auBerhalb des Fettes an der 
Orbitalwand hinlaufen von einem ganz dünnen Perimysium um- 
hüllt werden, welches sofort einer kräftigeren Membran Platz 
macht, wenn die Muskeln in das Fett eintauchen, um ihren Weg 
nach dem Bulbus zu nehmen. Die Fossa ischiorectalis nun wird 
einerseits vom Diaphragma pelvis, anderseits vom M. obturator 
intern. begrenzt. Ganz vorne, wo beide am vorderen Umfang des 
Beckenskeletes entspringen, liegen sie ohne das Dazwischentreten 
von Fett dicht auf einander, dort werden sie auch nur durch ein 
dünnes Fascienblatt von einander getrennt. Sobald sich aber 
zwischen beide Fett einschiebt, wird die Haut, welche jede der 
beiden Muskellagen überzieht, weit kräftiger, als vorher das ein- 
fache Fascienblatt war. Die mediale, das Diaphragma pelvis 
deckende Membran ist jedoch immer dünner, wie die laterale, 
den M. obturator int. überziehende. Dies hängt damit zusammen, 
daf in letztere das Bündel des Nervus und der Vasa pudenda 
eingeschlossen sind; wie am Halse (1. c.) und an allen übrigen 
analog gebauten Stellen des Kôrpers, ist auch hier dieses Bündel 
in eine breite Bindegewebsplatte eingeschlossen, so daf sich also 
zur Bildung der in Rede stehenden stärkeren Membran drei Ge- 
bilde vereinigen: das Perimysium des M. obturator int., die er- 
wähnte Einschlufimembran und die Hülle des Fettkôrpers. 

Die enge Zusammengehôrigkeit der bindegewebigen Grenz- 
membran mit diesem letzteren zeigt sich darin, da sie aus den 
Blättern zusammenflieft, welche seine einzelnen Läppchen von 
einander trennen. Man wird demnach nicht umhin kônnen, dem 
Fettkôrper der Fossa ischiorectalis eine ausschlaggebende Be- 
deutung für Anwesenheit und Bau der diese Grube auskleidenden 
Fascie zuzuschreiben. 

Fascia endopelvina’') Ganz anders wie die Ausklei- 
dung der Fossa ischiorectalis verhält sich der Ueberzug des 
Binnenraumes des Beckens, obgleich hier, ebenso wie aufen, die 
Bekleidung des Diaphragma pelvis und die des M. obturator in- 
ternus in Frage kommen. Hier hat man es mit einer entwicke- 
lungsgeschichtlich bedeutungsvollen Membran zu thun, nämlich 
mit dem Ueberzug der inneren Oberfläche der Kürperwand, welche 
sich von Brust und Bauch ber in das Becken hinein fortsetzt. 
In der Brusthôhle führt dieser Ueberzug, wie bekannt, den Namen 
Fascia endothoracica, in der Bauchhôühle den Namen Fascia endo- 
abdominalis. Er muB deshalb in der Beckenhôhle folgerichtig 


1) Fascia pelvis autt. 
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Fascia endopelvina heïfien, nicht Fascia pelvis, wie man ihn ge- 
meinhin zu nennen pflegt. Der Name Fascia endopelvina wird 
von Langer in seinem Lehrbuch für den Ueberzug der Becken- 
eingeweide gebraucht, was nur zu Mifverständnissen führen muf 
und deBhalb abzulehnen sein dürfte. 

Wenn ich die Auskleidung des Beckens als eine direkte Fort- 
setzung von der der Brust und des Bauches ansehe, dann befinde 
ich mich in Uebereinstimmung mit Luschka!), welcher sagt, da 
die Beckenfascie mit der Fascia endothoracica und endoabdominalis 
vergleichbar sei und mit Waldeyer ?), welcher direkt ausspricht, 
daf die Fascia pelvis als der untere blindsackartige Theil der 
gro$en Fascia endoabdominalis aufgefaft werden kôünne. Diese 
einheitliche Auffassung ist allerdings keineswegs allgemein ange- 
nommen. Der eingangs erwähnte Denonvilliers*), welcher über 
die Beckenfascie eine viel benutzte Abhandlung geschrieben hat, 
sagt, daf sie hergestellt werde durch die Verbindung der Fascien 
von vier Muskeln, nämlich der des Obturator internus, Piriformis, 
Ischiococcygeus und Levator ani. Testut‘) reproduciert noch 1901 
diese Darstellung wôrtlich. Holl) sagt in seiner Abhandlung 
über den in Rede stehenden Gegenstand: ,Mit peinlicher Ge- 
nauigkeit wird ein Muskel von dem andern durch eine Fascie ge- 
trennt, und selbst die Theile eines einheitlich erscheinenden Muskels 
werden, wenn die einzelnen Theile selbstständige Anordnungen 
aufweisen, durch, wenn auch oft dünnste Membranen von einander 
geschieden“. Er schlieft daraus weiter: ,da sowohl die Fascia 
obturatoria, als auch die obere Fascie des Diaphragma proprium 
selbständige einheitliche Muskelfascien darstellen, so geht 
es nicht an, Theilstücke von ihnen zusammenzubringen und diese 
mit einer anderen besonderen, einem Eingeweide zugehôrigen 
Fascie (Fascia visceralis s. pubosacralis) als eine einheitliche 
»»hBeckenfascie, Fascia pelvis““ hinzustellen und an derselben eine 
Pars parietalis und visceralis zu unterscheiden“f). Auch der 


1) H. Luschka, Die Anatomie des Menschen. II. Bd. 2. Abth.: Das Becken. 
Tübingen 1864. p. 409. 

2) W. Waldeyer, Das Becken. Bonn 1899. p. 620. 

8) Ch. P. Denonvilliers, Propositions et observations d’anatomie, de physiol. 
et de pathol. Thèse de Paris 1837. Das Original ist mir nicht zugänglich; ich 
citire nach Richet, Traité pratique d’Anat. médico-chir. Paris 1857. p. 645 ff. 

4) L. Testut, Traité d’anatom. hum. 4. Éd. T. IV. Paris 1901. p. 777. 

5) M. Holl, Die Muskeln und Fascien des Beckenausganges in Bardeleben, 
Handbuch der Anat. d. Menschen. VII. Bd. 2. Thl. 2. Abth. Jena 1897. 

6) Die gesperrten Worte sind auch im Original gesperrt gedruckt, 
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neueste Bearbeiter der Beckenfascie, Thompson’) unterscheidet 
scharf Fascien, welche Muskeln überziehen und solche, welche 
Eingeweide decken. So sehr ich auch mit der Anschauung über- 
einstimme, da8 man die Bedeckung der Eingeweide des Beckens 
nicht mit der der Wand desselben zusammenwerfen darf, so kann 
ich mich doch mit der von der Selbstständigkeit des Fascienüber- 
zuges jedes einzelnen Muskels nicht überzeugen, es scheint mir 
vielmehr, als liefe sich der Beweis für die Einheitlichkeit der 
Fascia endopelvina (Fascia pelvis autt.) sehr wohl erbringen. Von 
Bedeutung ist dabei die von Waldeyer (1 ce. p. 622) mit Recht 
hervorgehobene topographische Lage der Nerven und Gefäfe, 
wenn er sagt ,daf die Muskeln und spinalen Nerven nach aufen 
von der Beckenfascie gelegen seien, die Gefäfe und die sym- 
pathischen Nerven nach innen zwischen ihr und dem Bauchfell“; 
sie ist dieselbe, wie in der Bauchhôhle. Lesshaft?) ist gewif 
nicht im Recht, wenn er meint, dafi die Fascia pelvis die Vasa 
hypogastrica umfasse. In zweïiter Linie ist zu bemerken, da der 
M. piriformis und die zwischen seinen Ansätzen austretenden Wur- 
zeln des Plexus sacralis gemeinsam von der Fascie überzogen 
werden, und daB nicht etwa die einzelnen Zacken dieses Muskels, 
jede für sich einen besonderen Ueberzug erhält, was doch wohl 
der Fall sein würde, wenn es sich um eine dem Muskel ganz 
speciell zugehôrige Fascie handelte. Vor dem M. piriformis, wo 
die Beckenfascie die Muskulatur des Diaphragma pelvis überzieht, 
geht sie ebenfalls glatt über dieselbe hinweg und senkt sich nicht 
etwa in die oft schr breiten Spalten ein, welche nicht selten 
zwischen den einzelnen Theilen der Musculatur bleiben; in sie 
dringt nur ein äuferst dünnes, schleierartiges Perimysium vor. 
Man mag die Präparation einrichten, wie man will, man wird 
immer eine Membran bekommen, welche sich, die unterliegenden 
Theile einheitlich und gleichmäfig deckend, über die ganze Innen- 
wand des Beckens hinweg, bis zur Durchtrittsstelle der Einge- 
weiderohre hin erstreckt. 

Die Hüllen, welche die Eingeweide überziehen, sind nicht als 
Fortsetzungen dieser Fascie aufzufassen, wie es rein dogmatisch 
meist geschieht; ich bin, wie schon gesagt, in diesem Punkt mit 
Holl ganz einverstanden. Sie sind den kapselartigen Ueberzügen 


1) Peter Thompson, On the Arrangement of the Masciae of the l’elvis and 
their Relationship to the levator ani. The Journal of Anat. and Phys. Vol. XXXV 
S. 127. 1901. 

2) P. Lesshaft, Ueber einige die Urethra umgcbende Muskeln und Kascien, 
Arch. f. Anat. und Physiol. Jahrg. 1873. p. 68, 
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anderer Eingeweide, etwa der Niere, an die Seite zu stellen. 
Diese Hülle ist an der Blase mehr oder weniger fetthaltig und 
von deren Muskulatur nicht deutlich abgesetzt, ihre Elemente 
dringen vielmehr zwischen die Muskelbündel der Blasenwand ein. 
Samenbläschen und Samenleiter sind für sich in eine besondere 
fibrôse Platte eingeschlossen und der Mastdarm wird von einer 
dünnen Adventitia umgeben, welche mit seiner Muskulatur in 
innigem Zusammenhang steht. Auferdem wird das Rectum vorn 
und hinten noch von je einer kräftigen Bindegewebsplatte um- 
schlossen. Die hintere ist die Fortsetzung der Membranen, welche 
die Gefäfe umhüllen — von ihnen wird noch die Rede sein —, 
die vordere entsteht aus der Verwachsung der beiden auf ein- 
ander liegenden Platten des Bauchfelles, welche die beim Fôtus 
auBerordentlich tiefe Excavatio rectovesicalis auskleiden; die 
Membran wurde zuerst von Denonvilliers beschrieben. Cunéo et 
Veau’) haben ibre Bedeutung richtig erkannt und schon vor ihnen 
hat O. Zuckerkandl ?) in der Platte gelegentlich abgesackte Hohl- 
räume gefunden, an welchen die Lichtung selbst bei Erwachsenen 
noch erhalten war, was darauf hindeutet, daf die sonst vollständige 
Obliteration der beiden Platten in solchen Fällen unvollständig 
geblieben ist. Die beiden Membranen von verschiedener Bedeutung, 
welche das Rectum einschliefBen, verlieren sich seitlich in dem 
Bindegewebe in der Umgebung der Gefäfle. 

Die Fascia endopelvina ist durchaus keine ganz gleichmäfige 
Membran, sondern sie enthält noch Züge eingewebt, welche durch 
das Verhalten der benachbarten Theile hervorgerufen werden. 
Dies kann in keiner Weise verwundern. ÆErstens findet man die 
Lôcher für den Austritt der das Becken verlassenden Gefäfe von 
sehnigen Fasern umrandet, zweitens findet man den bekannten 
Sehnenbogen, von welchem die Fasern des Diaphragma pelvis ent- 
springen und drittens ist der Arcus tendineus fasciae endopelvinae 
(pelvis) vorhanden. Dieser, wie P. Thompson (1. c.) feststellt, eine 
dem Menschen speciell angehôürige Einrichtung, ist in einem wesent- 
lichen Theil sciner Bedeutung bisher gar nicht erkannt. Er ent- 
springt vorne neben der Symphyse als Lig. puboprostaticum. Die 
in sich geschlossene Fascrmasse dieses Bandes strahlt nach hinten 
fiächerfürmig auseinander, soda ein Theïl, medianwärts ziehend, 


1) B. Cunéo et V. Veau, De la signification morph. des aponévroses péri- 
vésicales. Journ. de l'anatomie et de la physiol. T. 35. 1899. p. 285. 

2) O. Zuckerkand], Beiträge zur Lehre von den Brüchen im Bereich des 
Douglas’schen Raumes. Deutsche Zeitschr. f. Chirurgie. Bd. 31. 1891. p. 590. 
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die Blase erreicht, ein anderer lateralwärts sich in der Fascia 
endopelvina verbreitet, während die in der Mitte verlaufenden 
Fasern zwischen Blase und Fascie nach hinten ziehen und sich 
schliefilich an den Venen des Plexus prostatico-vesicalis festheften. 

Man pflegt nun anzunehmen, da der Arcus tendineus fasciae 
endopelvinae ein Fixationsapparat für die Harnblase sei; damit 
ist jedoch seine Bedeutung keineswegs erschôpft, welche im We- 
sentlichen vielmehr in seiner Wirkung auf die Bewegung des 
Venenblutes besteht. Die Beckenvenen laufen erst unter ihm 
weg in einem dreiseitig prismatischen Raum, welcher medianwärts 
von der Prostata und dem untersten Theil der Blase, lateralwärts 
von der Beckenfascie und dem Diapbragma pelvis begrenzt wird, 
während sich die Fasern des Sehnenbogens der Länge nach über 
ibn hinspannen. Von ïihm nach unten ausstrahlende Platten und 
Balken treten zwischen die Venen hinein und verbinden sich mit 
deren Wand. Schon Lenhossék!) macht auf sie aufmerksam; 
auch Holl*) hat zweifellos diese Grebilde geschen, doch deutet er 
sie als absteigendes Blatt seiner Fascia visceralis. Wie bekannt, 
setzen sich kräftige Züge der Blasenmuskulatur am Lig. pubo- 
prostaticum und dem Sehnenbogen fest; sie sind sehr geeignet, 
an beiden einen Zug auszuüben und dadurch erweiternd auf die 
mit ihnen in Verbindung stehenden Venen zu wirken, das heifit 
also auf die neben der Prostata liegenden Plexus und auf deren 
Fortsetzung nach hinten, an welche sich wie gesagt, die aus- 
strahlenden Fasern des Arcus tendineus anheften. 

Die Regulirung des Blutlaufes in den Plexus des Urogenital- 
systemes ist jedoch nicht auf die in Rede stehende Einrichtung 
beschränkt, sie beginnt schon weiter vorne. Holl (1. c. p. 240, 243) 
theilt mit, daB sich Fasern des M. sphincter urethrae membra- 
naceae mit feinen elastischen Sehnen an den Wänden des Plexus 
pudendalis ansetzen und man wird wohl kaum annehmen kôünnen, 
da die zarte Venenwand als Fixpunkt dient, von welchem aus 
die Muskelfasern wirken, sondern man wird umgekehrt glauben 
müssen, daB diese die Wand der Venen bewegen und ihr Lumen 
erweitern. Auch weiterhin fehlen solche Muskeleinrichtungen 
nicht. Bochdalek *) beschreibt Muskelfasern, welche zwischen die 


1) J. von Lenhossék, Das venüse Convolut der Beckenhühle beim Mann. 
Wien 1871. p. 6,9. 

2) Holl L. c. 

8) V. A. Bochdalek, Ergebnisse über cinen bis jetzt übersehenen Theil des 
Erectionsapparates des l’enis und der Clitoris. l’rager Vierteljahrschrift für die 
praktische Heilkunde. XI. Jahrg. 1854. p. 117. 
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einzelnen Venen des Plexus prostatico-vesicalis in seiner ganzen 
Länge eindringen und sich an deren Wänden anheften, sie kommen 
von den Ligg. puboprostatica und der Fascie des Beckens. Auch 
sie dürften wohl erweiternd auf die Venen wirken, nicht ver- 
engend, wie Bochdalek meint. 

Mit den letzten Anheftungen der Fasern des Arcus tendineus 
an den Venen des Plexus pudendo-vesicalis sind jedoch die Ein- 
richtungen noch nicht erschôpft, welche eine Befürderung des 
Blutlaufes in den Venen bezwecken, diese erstrecken sich vielmehr 
bis zur Linea terminalis aufwärts und umfassen die sämmtlichen 
von den Eingeweiden herkommenden Gefäfe. Man hat sie in 
Bindegewebsplatten zu sehen, welche von den grofien Gefäfistämmen 
ausgehen und sich an der Aufenseite des Bauchfells ansetzen. 
Die Venen des Rectums und des Urogenitalapparates sind fest in 
sie eingeschlossen und müssen alle ihre Bewegungen mitmachen; 
diese Bewegungen aber sind sehr mannigfaltige und es werden 
mit den Füllungszuständen der Eingeweide und mit dem Druck 
der Bauchpresse die Platten bald gespannt, bald erschiafft werden 
müssen, wodurch sich die in ihnen eingeschlossenen Venen bald 
füllen, bald entleeren. Die letzte Bindegewebsplatte setzt sich 
an den Stamm der Vena hypogastrica selbst an, sie wird von 
Luschka!) beschrieben und abgebildet. Die Arterien sind weniger 
fest mit diesen Bindegewebsplatten verbunden und die Nerven 
verlaufen in fôrmlichen Kanälen derselben. 

Aufer den Venen sind auch die Lymphgefäfe und Lymph- 
drüsen ganz fest in dieses Bindegewebe eingelassen, so daB für 
sie das Gleiche gilt, wie für die Venen. 


1) IH. Luschka, Die Fascia pelvina in ihrem Verhalten zur hinteren Becken- 
wand. Wiener Sitzungsber. 35. Bd. 1859. 
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Ueber nahezu gesättigten Strom in 
einem von zwei koncentrischen Kugeln begrenzten 
Luftraume. 


Von 
Eduard Riecke. 
Vorgelegt in der Sitzung d. K. G. vom 27. Juni 1908. 


In einem Aufsatze ,Ueber die Zerstreuung der Elektricität 
in abgeschlossenen Räumen“!), habe ich den Fall einer nahezu ge- 
sättigten Strôomung in dem Hohlraume zwischen zwei koncen- 
trischen Kugeln behandelt. Dié positive elektrostatische Ladung 
der inneren Kugel wurde mit e bezeichnet; die elektrische Feld- 
stärke sei €, die räumliche Dichte der positiven Ionen À, die 
der negativen N, die Dichte der elektrischen Strômung c. Unter 
U und V sind die absoluten Beweglichkeïiten der Ionen unter 
% und # ibhre Diffusionskoëfficienten verstanden; r bezeichnet den 
Abstand irgend eines Punktes von dem Mittelpunkte der Kugeln, 
r, den Halbmesser der inneren, r, den der äuBeren Kugel. & ist 
das elektrische Elementarquantum, » die Lichtgeschwindigkeit, q 
die Ionisierungsstärke, « der Koëfficient der Wiedervereinigung. 

Die Gleichungen, auf welche das Problem fübrt, sind folgende: 


+ —. divE 

DE Az e& ? 

= d +  — 
D sv(UN+ VN)E — ete EN), 


y Udiv(NG) = q—-aNN+kAN, 
_ y Vdio(NE) = g-eNN+kAN. 


1) Nacbr. d. Ges. d. Wiss. 1903. Math.-phys. KI, Heft 1. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1908. Hoft 4. 11 
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Vernachlässigt man den Einfluss der Wiedervereinigung und 
den EinfluB der Diffusion, so erhält man Sättigungsstrom und es 


wird : 
+ q r ré Nimes 5 | 
N, Tel æ), ; 8vV le l 


Diese Werthe werden in den Gleichungen I für N und N'in 
den Gliedern benützt, die mit « oder mit den Diffusionskoëfficienten 
multipliciert sind. Dann ergeben sich die Gleichungen: 


4nsq U+V D, © 
CS CR RE a 
To UlTIa io 
rte 
8 U+V f ,# = Sxektk 1, ,, 5,5 
Di FAST TI}. NN + SES Try r'A(N,+N,) dr, 
AE 
8 Dr + = CET LUE DPI CNET 
D, — PYUCAET jA 7 NN TE. rA(N,+N,)dr, 
SR Cie: snndiesns eitl mi, (ONE 
sr(UH PIB eU ei v(Ut Front moe 
8 Léghngt ré 
TBzre U+V r°? 
NEA € mas] 1 CITE 
ue ev(U+V) SV y(U+V)dr Lam, 
épis Lakes 
8e U+V r° 


Die in ®, und 9, auftretenden Integrationskonstanten 
müssen durch die Grenzbedingungen bestimmt werden. 
Eine davon besteht jedenfalls darin, daf an der Oberfläche 
der inneren Kugel 
e 
ID) Œ, — a 


0 


sein muf. 

Als zweite Grenzbedingung habe ich in dem früheren 
Aufsatze die Annahme benützt, daB an der Oberfläche der inneren 
Kugel die Dichte der positiven lonen gleich Null sei, 
ebenso wie im Falle des Sättigungsstromes. Diese Annahme trifft 
aber nur näherungsweise zu, und es erscheint daher richtig, 
sie nicht zu benützen. 
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Wenn die Dichte der positiven Ionen an der Oberfläche der 
inneren Kugel nicht verschwindet, so tritt allerdings die Môglich- 
keit der Ionenadsorption ein. Von einer Berücksichtigung dieser 
Wirkung sehen wir aber bei der ganzen Untersuchung ab. 

Eine einwandsfreie zweite Grenzbedingung ergiebt 
sich, wenn wir berücksichtigen, da nach den von uns gemachten 
Annahmen die ganze Elektricitätsabgabe an die innere Kugel durch 
die negativen Ionen besorgt wird. Es folgt daraus für die Ober- 
fläche der inneren Kugel die zweite Bedingung: 


II) AFIN) = t ae (). 
Aus den Bedingungsgleichungen IT und III folgt: 
2” B8xr;c, 8xeq(U+V) s LE Ê+R 
Me Pe fo 7 A+ à), 
pe Bnvic,  4xeq(U+V) a, k+E 
GET. Dr UP 1 ere +R); 


die Werthe weichen von den in dem früheren Aufsatze angegebenen 


in den von À, abhängenden Theilen der Diffasionsglieder ab. 
” Die Funktionen ®, und , selber werden, ebenso wie früher: 


8 
D, = D-qree a Je À Râr ee ne fe PAR+N) ar, 


re =, 
D DEP [sRR Mori hks lp. 
D, Ditsreu UY ji N,N dr 3v UV Hs A(N,+ N,)dr. 


Benützen wir diese Werthe zur Berechnung von NŒ und von 
NE, 50 ergiebt sich: 


À 1 r; Ci q A œ frà N 
bo evV r rl + h NN, dr 
k an, 
VV dr : 
Wir wenden uns nun zu der Verwerthung der Glei- 
chungen: 


+ + — + 
y Udiv(NE) = g-aNN+#AN 
11* 
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und : 
_ He = En 
—vVdiv(NE) = 9—-aNN+KkAN. 
Die erste ergiebt, über das Volumen & des Hohlraumes inte- 
griert: 


» Ufdiv (NE) de = auf N,N,do+kfaNdv, 


oder 
; ne F FRE 
—Anriv UNE, +4zr'v UNE, = 4@—af À, N, do 
aù, . 
—Arr ke +) +4 (Te ns) 
Nun ist: 
a 
vU(N®), — i( }: 
somit : 


aN, 


sarl UE, -i(S 7) = :aR—eafN, Ndo. 


Der auf der linken Seite stehende Ausdruck stellt den ganzen 
Betrag der elektrischen Strômung durch die äufere Kugelfläche 
dar ; bezeichnen wir diese durch ©, so ergiebt sich: 


IV) C — 68 — sa f À, N, de. 


Die Gleichung enthält keine von der Diffusion ab- 
hängende Glieder. 
Die Integration der Gleichung 


— y Vdiv(NE) — g—aNN+kAN 


giebt : 
Anrev VN.E, = 4x ri eq + ea f AR, de 
—4nr (2): 
Es ist aber: 
Anrit, = egR— sa fN, N, de. 
somit: 
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Mit Hülfe von Gleichang IV läft sich auch der für NE ge- 
fundene Ausdruck auf eine einfachere Form bringen. Wir schreiben: 


= 3 8 
RE Sn rEtE smg (1%) +5 1 foie 


evuV r 3vV WWr 
(2 ECS k dN, 
= fr Near vV dr 
Gleichung IV giebt: 
RS U Leritedr or fi 
vV r° L2 Die eur DUT 0 (5-5). 


Aus der Addition beider Gleichungen folgt : 


EC ES LP C0 SN CS k 4N, 
Fe 1) JR Re Ge, 
ganz analog mit: V) 
+ 
EN MT % a 1 ; k dan, 
NE — 5) Ra NN, dr +5 Fe 


Die Gleichungen sind etwäs einfacher, als die mit Hülfe der 
früberen, nur näherungsweiïse geltenden Grenzbedingung erhaltenen. 
Für r = r, wird: 
+ + 
+ k& [aN, 
do = (Ge), 
Da dieser Werth klein ist, ergiebt sich einmal aus der Klein- 
+ 


_. überdieB zeigt der Verlauf der für À, in 


dem früheren Aufsatze mitgetheilten Kurven, da8 auch à) für 


heit des Faktors 


r — r, nur einen kleinen Werth hat. Es ergiebt sich also in der 
That, daB man die bei der früheren Rechnung benützte Grenz- 
bedingung nahezu, aber nicht streng, als erfüllt betrachten kann. 
Eine etwas grôBere Abweichung von dem Werthe Null tritt an 
der äuBeren Kugelfläche ein: 


Was die numerischen Werthe satette die in der früheren 
Arbeit berechnet worden sind, so werden sie durch die Anwendung 
der verbesserten Formeln nur unwesentlich verändert. Es erklärt 
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sich die dadurch, daf die Abweichungen in Gliedern liegen, die 
von der Diffusion abhängen; in dem früher behandelten Falle tritt 
aber der Einflu8 der Diffusion gegen den der Wiedervereinigung 
zurück. In der Figur, welche der früheren Mittheilung beigegeben 
ist, würden die ausgezogenen Kurven den verbesserten Formeln 
entsprechend parallel mit sich selber ein wenig nach oben zu ver- 
schieben sein. 


Zur Theorie des Lichtes für active Krystalle. 
Von 


W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26.Juni 1903. 


Obwohl die optischen Eigenschaften der natürlich-activen 
Krystalle (insbesondere solcher mit einer 3-, 4- oder 6-zähligen 
Symmetrieaxe) auf experimentellem und theoretischem Wege über- 
aus oft untersucht worden sind, kôünnen die bisher erzielten Re- 
sultate als vüllig befriedigend kaum gelten. Die Beobachtungen 
beziehen sich factisch nur auf einen Theil der fraglichen Erschei- 
nungen, nämlich auf die, welche bei Fortpflanzungsrichtungen nahe 
der optischen Axe stattfinden, und sind demgemäf für gewisse 
Fragen überhaupt nicht entscheidend. Die älteren theoretischen 
Ansätze, die an jenen Beobachtungen geprüft und untereinander 
nahezu aequivalent befunden sind'), künnen der neueren electro- 
magnetischen Theorie gegenüber nicht aufrecht erhalten werden. 

Ein Versuch, von den modernen Grundlagen aus die Glei- 
chungen für die natürlich activen Kürper zu gewinnen, findet sich 
u. à. in dem ausgezeichneten Lehrbuch der Optik von Drude‘) 
und der ebenda gegebene Nachweis, daf sich die Dispersion der 
Drehung quantitativ aus derjenigen der Fortpflanzung berechnen 
läfit®), bezeichnet unzweifelhaft einen bedeutenden Fortschritt. 

Trotzdem sind gegen das Drude’sche Erklärungssystem mei- 
nes Erachtens zwei wesentliche Einwendungen zu machen. Einer- 
seits enthält es (wie auch die meisten der älteren Theorien) die 


1) Siehe insbesondere die grofen Beobachtungsreihen von F. Beaulard 
(Thèses prés. à la Fac. des Sciences de Paris, 1393). 

2) P. Drude, Lehrbuch der Optik. Leipzig 1900, p. 368 u. f. 

3) 1"c..p. 381: 
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durch die Symmetrieverhältnisse keineswegs verlangte Reduction 
der Erscheinungen der Activität auf nur eine characteristische 
Constante, also eine bedenkliche Specialisirung, über deren Be- 
rechtigung die Beobachtung zu entscheiden hat und, wie sich zei- 
gen wird, factisch entscheiden kann; andererseits steht es im 
Widerspruch mit der Energiegleichung, wie dieselbe in der 
Electrodynamik formulirt ist, nämlich mit der Forde- 
rung, daB für einen beliebigen Raum die einstrômende Energie 
entweder unvermindert wieder ausstrômt oder aber durch Absorp- 
tion vernichtet, d.h. in eine andere als electromagnetische Form 
übergeführt wird. Der Nachweïis hierfür ergiebt sich später. 

In beiden Richtungen unterscheidet sich von dem Drude’schen 
Ansatz der etwas früher von mir vorgeschlagene ‘). Trotz dieser 
Differenz stimmen die Folgerungen beider Ansätze für die bisher 
ausschlieflich mit der Theorie verglichenen Erscheinungen merk- 
lich überein, und es bedarf einer neuen Beobachtungsart, um die 
Entscheidung zwischen ihnen zu geben. 

Ich werde im Nachstehenden zunächst die wichtigsten Ge- 
setze aus einem Ansatz entwickeln, der sowohl das Drude’ sche, 
wie das von mir vorgeschlagene Erklärungssystem umfaft und 
deatlich die Gebiete kennzeichnet, auf denen sie aequivalent sind 
oder sich widersprechen. Dann werde ich eine der Erscheinungen 
der letzteren Art näher untersuchen und schlieflich über Beobach- 
tungen berichten, die meines Erachtens die Entscheidung zwischen 
den beiden Theorieen liefern. 


1) Die optischen Gleichungen für enantio- 
morphe Krystalle mit einer Hauptaxe. 


Die Grundgleichungen der electromagnetischen Lichttheorie 
für ein gewôühnliches krystallinisches Medium mit einer aus- 
gezeichneten Z-Axe lauten bekanntlich in der gegenwärtig adop- 
tirten Form folgendermafen: 


; nn (A0 AA 
) É-2E og mor Ji 
; 04 ee CFA 
) Ôt ral ; 
8) LENS, PE EN h=.1, 2,4 N; 


1) W. Voigt, Wied. Ann 69, p. 307, 1899. 
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CEA OX 
LA A, ot + = cX, 
Ô 09), 
4) Ÿ,+a, eu + 0, 2 ZE Le, 


() ‘° 15 
B+a 9 +0 LB — eZ; 
hierin bezeichnet, wenn man die Komponenten einer Vectorgrübe 
dieser selbst in Klammer zufügt, 


ER (4,B, C) die magnetische Feldstärke, 
K(X, Y,Z) die electrische Feldstärke, 


R,(4,,%,. 8,) die electrischen Polarisationen der einzelnen 
Molekelgattungen, 
À (&, 9, 8) die electrische Gesammtpolarisation; 


v ist die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum, 4,,b,,e,, à, b,,e, 
sind der Substanz individuelle Parameter. 

Um mit diesen Gleichungen die Eigenschaften einaxiger enan- 
tiomorpher Krystalle darzustellen, wie solche durch eine 3-, 4., 
6-zählige Symmetrieaxe normal zu einer 2-zähligen bei fehlendem 
Symmetriecentrum characterisirt sind, bedürfen dieselben einer 
Erweiterung, welche den speciellen Symmetrieverhältnissen dieser 
Kôrper Rechnung trägt, und welche man zunächst an den For- 
meln (4) anbringen wird, da diese bereits der Substanz indivi- 
duelle Parameter enthalten. 

Mit den Symmetrieen der Krystallgruppen ohne Symmetrie- 
centrum ist allgemein vereinbar das Auftreten polarer und 
axialer Vectorcomponenten in additiver Verbin- 
dung, das bei Vorhandensein eines Symmetriecentrums unmôglich 
wird’). Bei den betrachteten enantiomorphen Krystallen kôünnen 
dabei die beiderseitigen Componenten, die mit %,,®,,$ und 
>, A,, A bezeichnet werden môgen, nur in den Verbindungen 


Pr+kU, B,+kU,, PB, +VA 


auftreten, wobei 4 und #' Constanten sind, 
Von axialen Componenten kommen in unserm Fall in crster 
Linie die zwei Tripel 


1) $, z. B. W. Voigt, Kompendium Bd. Li, $. 801, Leipzig 1896. 
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HSAP 0! 
d. h. die magnetischen Feldcomponenten, und 


0Y ,.07 = 07. 0X 0xXs:07 


Ôz Ôy' Ôx Ôz' dy Ôx’ 

d. h. die Wirbelstärken des electrischen Feldes in Betracht. Die 
ersteren GrôüBen direct in die Formeln (4) einzuführen verbietet 
sich aus mebreren Gründen. Eiïnerseits würden dann die Glei- 
chungen einen Eïinfluf eines constanten magnetischen Feldes auf 
statische electrische Vorgänge fordern, der nicht beobachtet und 
nach den modernen Vorstellungen auch nicht wahrscheinlich ist. 
Andererseits würden die sich ergebenden optischen Gesetze nicht 
der Erfahrung entsprechen. Somit wird man dazu gedrängt, Dif- 
ferentialquotienten der À, B, C nach der Zeit einzuführen und 
wird versuchsweise erste Differentialquotienten benutzen. 

Diese Erwägungen führen also auf die Hinzufügung der 
Glieder 


ë) hrs hrs À 


— unter d, und d! Constanten verstanden — zu den linken Seiten 
von (4); hierfür kann nach (2) auch 


cer es var (2X - —) 


Haies cs 0Z oY 
| 0x Ôz dy  Ôx 


h ri y ; 
gesetzt werden, wodurch die Wirbelstärken des electrischen Fel- 
des eingeführt sind. Diese (von Herrn Drude in der Specia- 
lisirung d, — d} eingeführte) Ergänzung liefert eine sehr voll- 
kommene Erklärung der Erscheinungen der natürlichen Circular- 
polarisation. Sie hat indessen, wie schon oben bemerkt, den 
Uebelstand, daB das veränderte Formelsystem sich nicht mehr 
allgemein der Gleichung der Energie fügt; in der That: faft man 
die Formeln (1) mit den Factoren X, Y, 7, die Formeln (2) mit 
A, B,C, die Formeln (4) mit 04,/c,ôt, 0%,/c,0t, 08,/ eût 
zusammen, addirt alles, und integrirt über ein beliebiges Volumen 
k, so tritt neben dem Raumintegral, welches die Zunahme der 
electromagnetischen Energie von k darstellt, der Ausdruck 


0A 0%, 0B 0Y,\, d, C 28. 
De (nee 


auf, der sich weder der Energie, noch der gegen die Widerstände 
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geleisteten Arbeit verbinden läft, auch je nach Umständen bald 
positiv, bald negativ sein kann. 

Nach der Bedeutung, die gegenwärtig die Energiegleichung 
besitzt, wird man in diesem Widerspruch ein Anzeichen dafür 
sehen, daf die Ergänzung der Grundgleichungen durch Einfügung 
der Glieder (5) in (4) unvollständig ist, und man wird sie 
so zu erweitern suchen, daB der Widerspruch verschwindet. Dies 
gelingt!)}, indem man zu den linken Seiten der Formeln (2) die 
Ausdrücke 


4 Sade, LA Ed 


hinzufügt, oder, anders ausgedrückt, das System (2) ersetzt durch 


9) 


sf 


nee (CURE 
02 np V0 Haouys 
worin Ÿ, B,C, die Componenten einer magnetischen Polarisation 
R, gegeben sind durch 


— À sr — 
10) È +2 enot.? rune RO tr 


= c+5 nb, 
hk 


Die Ergänzungsglieder (8) bringen in der Energiegleichung 
zu dem Integral (7) das weitere 


4, d k, d, 09), d, Ô 8, . 
+ [ [4 IR Giuioien. Se] æ, 


das sich ersichtlich mit Le zu dem Differentialquotienten von 
d, si dieu Bi 
11) ÉEÉ (a +B ee) 0 | dk 


verbindet ; letzteres Glied stellt sonach einen Antheil der electro- 
magnetischen Energie des Raumes dar, und die gewünschte Form 
der Energiegleichung ist erhalten. 

Es ist von Interesse, daB die zuvor (d. h. in der Drude’- 
schen Theorie) gleichwerthigen Ergänzungsglieder (5) und (6) bei 
Einführung der besprochenen Zusätze, welche zur Errüllung der 
Energiegleichung dienen, einander ungleichwerthig “erden. Das 


1) W. Voigt, Wied, Ann. 69, 307. 1899. 
1 1# 
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System (6) wird mit der Energiegleichung verträglich, wenn man 
zu den rechten Seiten der Gleichungen (1) die Glieder fügt 


( 9, _d a), 


e, 060z e, 0t0y 


12) PHÉte adines 


d, (OX, 0), 
De Grey or): 
Bei Zusammenfassung mit den Factoren X, Y, Z und Integration 
über k liefern diese Zusatzglieder, combinirt mit den in 0%, /e,dt, 
09%, /e,0t, 08,/e.dt multiplicirten Gliedern (6), falls n die 
Richtung der inneren Normalen bezeichnet, in der Energiegleichung 
nach einfacher Umformung den Term 


o f'as [eos (n,2)(7 > LB 75e) 


(2 
Ô d' 9 
13) + cos COPIER ES _ TI à) 


+ cos ma(xE4 rs 2 | 
dies Oberflächenintegral stellt eine Ergänzung der Pointing- 
schen Energiestrômung dar, — der ergänzte Ansatz fügt sich 
also naturgemäB der Energiegleichung. 

In ïhren Resultaten sind die beiden Erklärungssysteme, die 
durch die Ergänzungsglieder (5) und (8) resp. durch (6) und (12) 
gegeben sind, einander in vielen Hinsichten gleichwerthig; jeden- 
falls gestatten die vorliegenden Beobachtungen nicht, zwischen 
ihnen zu entscheiden. Den Vorzug grôBerer Einfachheit hat das 
erstere System, zumal es für den Energiestrom den alten Poyn- 
ting’ schen Ausdruck liefert. Dies letztere stimmt einmal mit den 
modernen Anschauungen, die den Energietransport durchaus von 
dem Aether vermittelt annehmen; andererseits gestattet es, für 
die Grenzbedingungen die gebräuchliche Form beizubehalten, welche 
den stetigen Durchgang der tangentialen Componenten des electri- 
schen und des magnetischen Feldes verlangt. Denn wenn das 
Aggregat À Y — BX den Energiestrom parallel zur Z-Axe miBt, 
so ergiebt die Stetigkeit von À, B, X, Y ohne Weiïteres die Er- 
haltung der Energie bei dem Vorgang der Reflexion und Brechung. 
Diese Ueberlegungen dürften die Bevorzugung des ersten Erklä- 
rungssystemes genügend begründen. 


INC 
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Des Versuches einer physikalischen Deutung der Ergänzungs- 
glieder (5) und (8) enthalte ich mich. Eine solche hat nach meiner 
Auffassung nur dann objectiven Werth, wenn sie, wie die clas- 
sische Lorentz’ sche Ableitung der Gesetze der magneto-optischen 
Wirkungen, verschiedenartige Erscheinungen quantitativ verknüpft. 
Ein subjectiver Werth kann einer Hypothese eigen sein, wenn 
dieselbe wirklich die Ableitung einer Gleichung ermôglicht hat. 
Aber in der Optik sind die hauptsächlichen Gleichungen fast aus- 
schlieflich als ,Erklärungssysteme“ direct aus den Beobachtungen 
geschlossen und haben sich mit den verschiedensten Vorstellungen 
vereinbar erwiesen; so hat also eine physikalische Deutung hôch- 
stens als Veranschaulichung der Formeln einen Werth. 
Ueberdies ist zu beachten, daf die für die Dispersion mafge- 
benden Glieder der Formeln (4) bisher aus den modernen electro- 
dynamischen Vorstellungen noch nicht oder nur unbefriedigend 
abgeleitet sind, und daf eine Deutung der Zusatzglieder, die 
letztere nicht mit anderen Erscheinungen in Zusammenhang bringt, 
um nicht ganz in der Luft zu stehen doch wenigstens eine Be- 
ziehung zu den übrigen in den Formeln (4) vorkommenden Glie- 
dern aufdecken müfte. 

Selbstverständlich ist die Ableitung eines Gleichungssystemes 
aus blofen Symmetrie- und Energiebetrachtungen nicht vüllig be- 
friedigend; aber sie ist vollkommen klar, operirt mit scharfbe- 
grenzten Annahmen und präjudicirt eine Behandlung der Aufgabe 
auf Grund specieller Vorstellungen, wie sie das Wünschenswer- 
theste ist und gewiB dermaleinst gelingen wird, in keiner Weise. 
Unter den jetzigen Umständen halte ich sie für das Angemessenste. 


2) Folgerungen für die Fortpflanzung ebener 
Wellen. 

Indem wir uns jetzt zur Entwickelung der optischen Grund- 
gesetze für natürlich-active Krystalle mit einer ausgezeichneten 
Axe wenden, wollen wir, um den Unterschied des neuen Ansatzes 
von dem Drude’schen deutlich hervortreten zu lassen, die Con- 
stanten d, und d/ der Glieder (8) von denen der Glieder (5) durch 
einen darüber gesetzten Strich unterscheiden. Unsere Gleichungen 
nehmen sonach die Gestalt an 


CE ôC ÔôB | 
_ ner AE 

où 0 À 0 TE OA "0 Z 
19) CR Fr Are 
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CEA 0’, 


17) XF a @, ôt 0, co + d u (CAD. ii 


; . 
Der Uebergang zu dem Drude’schen Ansatz wird durch die 
Beziehungen 


18) dei, oi hdi, 
der zu dem meinigen durch die Beziehungen 
19) d, = &, d = & 


bewirkt. Die Verfügung d, — 0, d! — 0 allein würde die Dru- 
de’sche Theorie zweiconstantig machen, aber ihren Widerspruch 
mit der Energiegleichung bestehen lassen. Ich werde sie aber in 
ihren Consequenzen nicht verfolgen. 

Für Schwingungen mit der Periode r — 2x%, die in ebenen 
Wellen stattfinden, liefern diese Formeln bei Benutzung complexer 
Lôsungen, falls die Wellennormale die Richtungscosinus «, 0, y be- 
sitzt, also in der XZ- Ebene liegt : 


20) X = vyB,Y = v (x C—yA), 8 — —-vaB, 
FORTS UE 
À — hits 2er vy Y, 
21) B— B+T D UD = _,(aZ-yX), 


C— CHE DB = toy; 


LD = €,X, 
iB id bd, 
22) 9, D +5 di ea T; D, =" "Ss 
! ! ' ia} b 
Alirre- pi 0,7, D! =— lis 


hierin bezeichet » den (im allgemeinen complexen) Brechungs- 
index. 

Beschränkt man sich weiterhin auf Glieder von der ersten 
Ordnung in Bezug auf die d, und d,, so kann man in (22) die 
Ausdrücke für 4,DB,C, in (21) diejenigen für &%,,%,,8, ein- 
setzen, die sich resp. aus (21) und (22) unter Beseitigung der in 
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d, und d} multiplicirten Glieder ergeben. So erhält man aus (21) 
und (22) in erster Annäherung 


A — A+iXd — —vy}Y, 
23) B — B+iY0 — —v(aZ—-yX), 


CE = C+iZ0 = +vaY, 
wobei 


OR Mo, Bel reg FRET 
5 2p,-% 32m? 
gesetzt ist, und 


iv 


ED, =exX+T ya, 
iv 
24) 2, D, = aY+-s («Z—-yX)à, 


BD = 2-2 Fa; 


Für die Gesammtpolarisationen resultirt so nach (16) und (24) 


X — X4+ivyY6, 


25) 9 = YA+iv(aZ—-yX)d, 
B = Zd'—-ivaYyô", 
wobei gilt 
1 dipas 1 TIRTORE 
Ft DD EE 
1 REA tee VA 
+Y s Fu à , D! mé . 


Aus (20) und (25) läft sich unmittelbar %, 9), 8, und aus dem 
ErgebniB mit Hülfe von (23) 4, B, C eliminiren. Das Resultat 
lautet 


X(A4—v°y")+ Yivy(ô +0) + Zr'ay = 0, 
26) —Xivy(8+8)+ Y(2—v')+ Ziva(o+0) = 0, 
X v° «y — Y iv a (0 + 8')+ Z(4'— v'o) = 0, 


Fühbrt man hierin die Beziehungen (18) oder (19) ein, um 
von dem allgemeinen zu den in Frage stehenden speciellen An- 
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sätzen zu gelangen, so bemerkt man, da der Habitus des Glei- 
chungssystems in beiden Fällen durchaus übereinstimmt; insbe- 
sondere werden beide Male die zur Diagonale symmetrischen die 
d enthaltenden Coefficienten einander entgegengesetzt gleich. Hier- 
mit hängt zusammen, daf beide Formelsysteme qualitativ über- 
einstimmende Folgerungen ergeben, und quantitative Unterschiede 
allein dadurch bedingt sind, daB der Drude’sche Ansatz in den 
betreffenden Gleichungen nur eine Constante läBt, der meinige 
deren zwei. Es wird sich zeigen, da diese Differenz bei den mei- 
sten Beobachtungsarten überdies garnicht zur Geltung gelangt. 
Das System (26) ergiebt durch Elimination von X : Y: Z die 
Gleichung für den complexen Brechungsindex » in der Form 


(4 —v°) (4 d'—v (x 4+7y4")) 
— v° a (0 + 0) ( + 0) (4 — »° y°) 
27) + v°y° (Ô + d) (4 — v° a?) 
+ vt & y (0 + Ô) (0 + 0’ + À + 9’). 


In Gebieten geringer Absorption sind in den, allgemein com- 
plexen, Ausdrücken Z und 7’ die imaginären Antheile unmerklich; 
die complexen Brechungsindices » werden dann mit den reellen »# 
identisch. Die Verhältnisse der Componenten X, Y, Z bleiben dabei 
im allgemeinen complex, werden aber in speciellen Fällen reell oder 
rein imaginär. Die Anwendungen der Formeln beziehen sich fast 
ausschlieflich auf diesen speciellen Fall; doch wollen wir, da die 
Formeln durch seine Voraussetzung nicht einfacher werden, im 
Allgemeinen über die Natur von Z und 7' keine Annahme 
machen. Einer allgemeineren Discussion schicken wir die Be- 
sprechung zweier wichtiger specieller Fälle voraus. 


8) Zwei specielle Fälle. 


Für die Richtung parallel der Hauptaxe Z (y = 1, « — 0) 
geben die allgemeinen Formeln (26) 


X, = +iY,, vw — 4+v,(8 +0), 


X,= —iY,, v = 4, (8 +0); 


die erste Wurzel entspricht einer links-, die zweite einer rechts- 
circularpolarisirten Welle. Dabei kann man wegen der Kleinheit 
der à neben V2 in den Formeln für »’ rechts » mit V4 vertau- 
schen. Da dem kleineren Brechungsindex (bei mäfiger Absorp- 
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tion) die grüfere Geschwindigkeit entspricht, so ist für einen 
rechts drehenden Krystall 9 + à positiv. 

Der Unterschied zwischen dem Drude’schen und meinem 
Ansatz besteht hier nur darin, daf nach dem ersteren ô da steht, 
wo nach dem letzteren 20. 

In den Richtungen normal zur Hauptaxe, z. B. in der Rich- 
tung der X-Achse (&œ — 1, y — 0) liefern die letzten beiden For- 
meln (26) 


Y(4—%) + Ziv(9 + 0) = 0, 
— Yiv(9 +0") + Z(A'—v°) = 0, 
und somit im Einklang mit (27) 
30) (A—%)(4'—v?) = v° (0 +0") (0 +0"). 
Kann, wie wohl stets, 4— 4' als grof neben den Producten 


zweiïer Ô gelten, so folgt hieraus in Annäherung für die beiden 
durch die Indices À und @ unterschiedenen Wellen 


29) 


4(0 +01) (8 +0’ 
RER ER 
81) Roues 
y — 46+8)6 +0) 
e 4-4 à 


wobei die Glieder rechts als zweiter Ordnung häufig zu vernach- 
lässigen sind, und bei Benutzung dieser Werthe 
! f ! 
AUS 2 D 7n AIS Ge) = 57, 

In Gebieten schwacher Absorption, wo 4 und 4' als reell 
betrachtet werden dürfen, ist Y/7Z rein imaginär; die Schwin- 
gungsellipsen haben die Y- und Z-Coordinatenaxen zu Hauptaxen 
und der absolute Werth von Z/iY giebt das VerhältniB der be- 
treffenden Hauptaxen. 

Sind auBer Ô +0 auch die Klammerausdrücke 0 + 0’ und 
à + d’ positiv, so giebt bei gleichfalls positiven (7 — 4’) die erste 
Formel eine links-, die zweite eine rechts-rotirende elliptische 
Welle, bei negativem (4— 4') gilt das Entgegengesetzte. Der 
Rotationssinn der schnelleren Welle ist hiernach bei Fortschrei- 
tung in der Richtung der Hauptaxe und normal dazu derselbe. 

Die Formeln (32) lauten bei der Drude’schen Annahme nach 


(18) 


32) 


Y, VA Ô : 
33) AT = 12, 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 4. 12 


i7,, 


ZNA8 
MA AE 
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nach der meinigen 


TALS ! 
34) SO EE CLR à Z ZeVA'(O + 1) 


Die Axenverhältnisse beider Wellen sind also nach beiden For- 


men nicht reciprok, sondern ihr Product ist gleich V2/2', was 
allerdings in praxi sich von Eins nicht merklich unterscheidet. 
Neben dieser Uebereinstimmung tritt aber ein wichtiger Unter- 
schied hervor. Nach der Drude’schen Theorie läft sich die El- 
lipticität einer normal zur Hauptaxe fortschreitenden Welle quan- 
titativ aus der Differenz der Greschwindigkeiten parallel zur Haupt- 
axe berechnen, nach der meinigen (und anderen zweiconstantigen) 
nicht. Hier ist also die Môglichkeit einer Entscheidung zwischen 
beiden Theorien gegeben, auf die weiter unten eingegangen wer- 
den soll. 

Im Vorstehenden ist der Bequemlichkeit halber ein specieller 
Fall, nämlich das positive Vorzeichen von 9 +0, d +0’, d+0' vor- 
ausgesetzt. Die Abänderungen, die in der Discussion eintreten, 
wenn Anderes stattfindet, sind leicht zu erkennen. 

Von Interesse erscheint die Frage, ob Fälle môglich sind, wo 
die rechtsrotirende Welle parallel der Hauptaxe die schnellere, 
normal dazu die langsamere ist, und umgekehrt, weil dann für 
eine Zwischenrichtung die Geschwindigkeiten der rechten und der 
linken Welle einander gleich werden müften. Dies kann in der 
That bei meinem Erklärungssystem dann eintreten, wenn Ô + 0’ 
entgegengesetztes Zeichen hat wie 0, d.h. 0’ entgegengesetztes 
Zeichen hat wie 0, und dabei absolut grüfier ist. Ein Krystall, 
der diesen Bedingungen entspricht, würde sehr sonderbare Er- 
scheinungen zeigen kônnen, die hier aber noch nicht geschildert 
zu werden brauchen. 


4) Angenäherte Gesetze für die Geschwindig- 
keiten. 

Die allgemeine Behandlung der Gleichung (27) ist unbequem. 
In Bereichen, wo « groB gegen Ô ist, kann man in bekannter 
Weise angenäherte Werthe der beiden Wurzeln für v° erhalten, 
indem man rechts und in dem einen Factor links denjenigen Werth 
von v* einsetzt, der den zweiten Factor zum Verschwinden bringt. 

Die so resultirenden Ausdrücke für »* sind umständlich und 
mügen daher nicht angegeben werden, zumal sie bisher geringe 
Anwendbarkeit besitzen. 

Für kleine «, bei denen die meisten Beobachtungen vorge- 
nommen sind, versagt der geschilderte Weg; hier ist es bequem, 
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in (27) die rechte Seite nach Potenzen von «à zu ordnen und 
durch successive Näherung zu behandeln. Die erste Annäherung 
besteht darin, daB man die Glieder, welche «* und das Product 
zweier Ô als Factoren enthalten, ganz vernachlässigt und in dem 
mit (0+0) proportionalen, allein übrig bleibenden Glied für »' 
den Näherungswerth 4 einsetzt, der « — O0 entspricht. So er- 
hält man 


85) (4—%)(24'-v (#4+7 4) = A4'(8+6), 

oder bei Einführung der Brechungsindices v,,», des Krystalles bei 
fehlender Activität 

36) CT Ty 


sowie der Differenz der Brechungsindices parallel der ausge- 
zeichneten Axe nach (28) 


87) (O + 0) = (v, —v,) 
auch 
38) —v) (uv) = vi(v,-v). 


Dies giebt für die beiden Wurzeln », und », 
= Let + Ver) + Ave, —v)), 
= étui) +4, —v)), 
woraus auch folgt 
40) (mor) (rh, (ve 
Hebt man hier die nur wenig verschiedenen Factoren 
W227,)/ 7 Pr), 247 
gegen einander hinweg, so ergiebt sich 
41) m7) =: Con A ar ii A 
Bei schwacher Absorption, wo die complexen in die reellen 
Brechungsindices übergehen, nimmt die letzte Formel die Gestalt an 
G-n) = (nn) + (nn). 
Diese Beziehung ist von Herrn Gouy') aus seiner, übrigens 
von der vorstehenden durchaus abweichenden, Theorie deducirt 


und von Herrn Beaulard*) in einer ausführlichen Experimen- 
taluntersuchung in groBer Annäherung bestätigt worden. Die 


39) 


1) Gouy, Journ. de Phys. (2) 4, p.149, 1885. 
2) Beaulard, L c. p.96 u. f. 
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Bestätigung überträgt sich natürlich ohne Weïteres auf die hier 
entwickelte Theorie. 


b) Angenäherte Gesetze für die Ellipticitäten. 


Die Untersuchung des allgemeinen Gesetzes der Axenverhält- 
nisse wird dadurch besonders complicirt, daf die electrische Kraft, 
deren Componenten in (26) auftreten, im Allgemeinen nicht trans- 
versal schwingt und somit die Ellipticität der beobachtbaren 
Schwingungen nach dem Verhalten der Polarisationen (die 
nach (20) und (21) transversal schwingen) beurtheilt werden muf. 
Die Einführung der electrischen Polarisationen geschieht durch 
die Beziehungen (25); etwas einfacher und übersichtlicher macht 
sich die Benutzung der magnetischen Polarisation À (A,8,C), 
für die bei 8 — 0 nach (23) die Formeln gelten 


À — —vyY, B — -v(aZ—-yX), E — +va Y. 
Setzen wir 
42) vY = BR, vX = yB+aD, vZ — —aB+7y®, 


so sind $ und B die transversalen Componenten von À parallel 
und normal zum Meridian, während D/v — (X a + Zy) die Com- 
ponente der elektrischen Kraft nach der Wellennormale darstellt. 
Diese letztere Componente verschwindet bei nicht activen Kry- 
stallen zugleich mit der Doppelbrechung, und es kann demgemäf 
D bei den wirklichen Krystallen als klein neben 8 und $ gelten. 
Die Einführung der Werthe (42) liefert aus (26) 


yB(4-v)+adD — —iyrB (0 +0), 
43) B(4—v°) = iv[B(y" (0 + d) + à* (0 + 0°) + «y D (8 — d')], 
—aB(4'-v)+y4'D = iavB(0 +0’). 

Eliminirt man aus der ersten und dritten Gleichung D und 
läBt in der zweiten das in D(d —0’) multiplicirte Glied als nach 
dem Gesagten klein von zweiter Ordnung fort, so erhält man 
a dE A+ PA) = BAG +0) + PA +8), 

B(2—v") = iv B(a*(8 +9) + »'(8 + 8). 
Bei Elimination von 8 und $ ergiebt sich eine Gleichung für v’, 
die innerhalb der eingeführten Annäherung mit (27) überein- 
stimmt. Dabei bleiben wir in der festgesetzten (Genauigkeits- 


grenze, wenn wir in der ersten Formel (44) rechts den Unter- 
schied zwischen 4 und A’ vernachlässigen. 
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Die beiden Wurzeln für ®$/8 und damit für das Axenver- 
hältni8 der Schwingungsellipsen folgen aus (44), wenn man darin 
für »° die beiden geltenden Werthe einsetzt. 

Dabeï ist für grôferes « eine Annäherung zulässig, die der 
oben als ersten behandelten parallel geht und dadurch erhalten 
wird, daB man in der ersten Formel (44) »*’ — 4, in der zweiten 
v° = A4'j(A1+7y 4") setzt. Die erste Formel liefert dann das 
Axenverhältni8 für die Welle, die der ordinären, die zweite für 
diejenige, die der extraordinären in dem nicht activen Krystall 
entspricht. Auch diese Formeln môgen als von bisher geringerer 
Bedeutung fortbleiben. 

Bei kleinem « kann man die zweite der früheren Annähe- 
rungsmethoden anwenden und speciell bei Vernachlässigung der 
in æ°0 u.s.f. multiplicirten Glieder bilden 


B(44— v° (#4 +7y"4')) = —ivR 4'(0 +0), 
BP (4 — v°) — iv B(0 +0). 

Hieraus folgt dann 

P° A d'—v(& 4 +74") 


#) D AE) 


45) 


oder bei Einfübrung der früheren Abkürzungen 


47) Pets 


und die Combination mit (39°) liefert 
BR, _r, Gr) Von @ nr) 
Le 2v,(v,—v,) 


Hebt man hier die in Praxi sich nur wenig unterscheidenden Fac- 
toren v,, v, 4(v, +.) zweïmal heraus, so resultirt 


iB, V,— V, v,—v,\ 
49) = = tif, 


45e V; 


48) 


und für —1%,/ 8, gilt dasselbe mit entgegengesetztem Vorzeichen 
der Wurzel. 

Bei schwacher Absorption erhält man hieraus für die Axen- 
verhältnisse der Schwingungsellipsen die Gleichung 


MAT Ben e) | 


Auch diese Formel le Herr Gouy, und bestätigt Herr 
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Beaulard’) sehr nahezu durch seine Beobachtungen. Die Glei- 
chung ist aber ebenso, wie (39), nur angenähert richtig. 


6) Ziel der Beobachtungen. 

Wie S. 166 ausgeführt ist, geben Messungen der Ellipticität 
der normal zur Hauptaxe fortgepflanzten Schwingungen ein ein- 
faches Mittel zur Entscheidung zwischen dem von Herrn Drude 
und dem von mir vorgeschlagenen Erklärungssystem. 

Nach Drude gilt gemäB (28) bei geringer Absorption für 
die Differenz der Brechungsindices in der Richtung der optischen 
Axe 
bO) n,—n, = 0, 


und für das AxenverhältniB der normal dazu fortschreitenden 


Wellen bei Vernachlässigung des Unterschiedes von », und », im 
Zähler 


0) n,—n 
+ — 2 1 r < 
ou + Sun) “En, —n) 


mein allgemeiner Ansatz liefert in derselben Annäherung 


b2) n,—n, = 20, 
Dur LU H 
b3) Roue CET) 


Die quantitative Bestimmung von x, die ich an Quarz ausge- 
führt habe, bietet eine ziemliche Schwierigkeit wegen des aufer- 
ordentlich kleinen Werthes der Ellipticität; es wird ja bekannt- 
lich die Abweichung der Schwingungsellipse von der Geraden für 
die betrachtete Richtung von den meisten Autoren als streng oder 
wenigstens practisch gleich Null betrachtet, und die allgemeine 
Verwendung von Quarzplatten und -keïlen mit der Ebene parallel 
der Hauptaxe zu Compensatoren demonstrirt die Herrschaft dieser 
Vorstellung recht augenscheinlich. 

Nan kann man sich allerdings von der Unrichtigkeit dieser 
Auffassung sehr einfach überzeugen; bei Einschaltung einer pa- 
rallel der Axe gescbliffenen Quarzplatte zwischen zwei gekreuz- 
ten Nicols gelingt es, wenn nur die Lichtquelle genügend hell 
(z. B. eine Bogenlampe) ist, im allgemeinen keineswegs, durch 
Drehen der Platte vollständige Dunkelheit hervorzubringen. 
Aber die mit einfarbigem (und demgemäB immer etwas schwiche- 
rem) Licht auszuführenden Messungen verlangen doch sebr gute 
Hülfsmittel und eine längere Uebung. 


1) Beaulard, L c. p, 73 u. f. 
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In Bezug auf Ersteres gewährte mir die freundliche Ueber- 
lassung eines neuen, nach seinen Angaben für das hiesige minera- 
logische Institut gefertigten Polarisationsspectrometers durch 
meinen Collegen Herrn Professor Liebisch eine grofie Hülfe. 
Das Instrument, das a. a. O. ausführlich beschrieben ist), hat 
recht gute Nicols und gestattet ein sehr bequemes Beobachten. 
Als Lichtquelle wurde eine Natriumflamme benutzt, in der ein 
Gemisch von Sauerstoff und Leuchtgas brannte. Die untersuchten 
Quarzplatten, eine aus einem rechts-, eine aus einem linksdrehen- 
den Krystall geschnitten und, neben einander gekittet, gemeinsam 
abgeschliffen und polirt, sind von Dr. Steeg und Reuter in 
Kirdorf-Homburg hergestellt; die linke Platte erwies sich als 
nicht ganz rein, beide Platten waren nicht absolut planparallel, 
aber für die verfolgten Zwecke doch eben genügend. 

Um die Beobachtungsmethode im Einzelnen zu erläutern, ist 
auf die Theorie des Vorganges kurz einzugehen, die hier dadurch 
von vorn herein vereinfacht werden kann, daB gewisse Grüfen 
als sehr klein erster Ordnung betrachtet werden dürfen. Von 
der Berücksichtigung der mehrfachen inneren Reflexionen ist dabei 
abgesehen, da deren Wirkungen innerhalb der Grenze der Beobach- 
tungsfehler liegen. 


7) Verhalten einer ebenen Welle beim Durch- 
gang durch eine parallel der Hauptaxe ge- 
schnittene Platte. 


2! Wir bezichen die Quarzplatte, 
in deren Ebene nach dem Obigen die 
Y- und Z-Axe unseres Coordinaten- 
systemes liegen, auf ein zweites Axen- 
kreuz Y'Z", dessen Z'-Axe in die 
Schwingungsebene des  einfallenden 
Lichtes fällt. Es giebt kein einfaches 
Mittel, um den Hauptschnitt, also die 
Z-Axe, genau mit der Schwingungs- 
cbene des einfallenden Lichtes zur 
Coincidenz zu bringen. Das Axen- 
system YŸZ sei demgemäf um den 
sehr kleinen Winkel & in positiver Richtung gegen das System 
Y' Z' gedreht angenommen. 

Ist die einfallende Schwingung durch den Schwingungsvector 


1) G. Horn, Gütting. Dissert. 1898; N. Jahrb. f. Miner. 12. Beil.-Bd, 
p. 269. 1399. 


1 
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(je nach Belieben die electrische oder die magnetische Kraft) 
54) p = A5 ? 


gegeben, wobei T eine Abkürzung ist, so sind die Componenten 
nach Y und Z bestimmt durch 


05) v, = À sin © sin T, w, — À cos w sin T. 


Jede dieser Componenten wird im Quarz in zwei entgegengesetzt 
rotirende elliptische mit gekreuzten Axen zerlegt, sodaB wir 
setzen kôünnen 


v% = A(1— Æ) sin o sin T + À sin o sin T 
56) — B cos T+BocosT, 
w, = Ccos T—Cocos T 
+ AJ cos © sin T + A(1—h>7) cos wsinT. 


Hierin bezeichnen B, C, k,h Constanten; sind B und C positiv, 
k und » kleiner als Eins, so ergeben in diesen Ausdrücken die 
ersten und die dritten Glieder rechts-, die zweiten und die 
vierten linksrotirende Wellen. 

Nach S.166 sind die Schwingungsellipsen sämmtlich (in ge- 
nügender Annäherung) ähnlich; hieraus ergeben sich für die 
Constanten die Beziehungen 


87) Are 
B = AkV(—#)cos®, C— AkV(I—#)sin ©. 


Nun nehmen wir œ und # als klein von erster Ordnung an; dann 
kônnen wir in den Ausdrücken für die einzelnen Amplituden, die 
in (56) auftreten, #? neben Eins vernachlässigen. Dagegen ist es 
— da die verschiedenen Antheile von v, und w, weiterhin ver- 
schiedene Verzügerungen erfahren — nicht zulässig, sogleich die 
Amplituden der verschiedenen Antheiïle bei verschiedener GrüBen- 
ordnung gegen einander zu vernachlässigen. Die so aus (67) fol- 
genden Beziehungen 


D = Ak cos ©, C = Ak sin «© 
D ævuAk, C= Ako 


b8) resp. 


zeigen, daB % jetst das Axenverhältni8 der Schwingungsellipsen 
darstellt, also mit dem früher benutzten x zusammenfällt. 

Wir erhalten somit aus (56) für die in die Platten eintre- 
tenden Wellen 


ie 
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59) v, = A[o sin T'+ x’œ sin T—x cos T + x cos T], 
w, = Afxo cos T— x œ cos T+x? sin T'+ sin T]. 


Nun mügen die rechtsrotirenden Wellen im Quarz die Verzÿü- 
gerung r, die linksrotirenden die Verzügerung L erfahren; dann 
gilt für die aus der Platte austretenden Schwingungen 
60) v, = A[osin(T —7r)+ x" œ sin(7—1)— xcos(T—r)+xcos (T—1)], 

w, = A[xo cos (T— r) — xœ cos (T — 1) +x*sin (T—r)+ sin (T—{|. 


Nach den festen Axen Y'Z' zerlegt, liefert dies 


v' = v, COS © — W, Sin &, w' — v, sin © + w, cos ©, 


oder in der früheren Annäherung 

61) d'= V,—W,@, W' — v,@+w.. 

Durch eine einfache Reduction erhält man hieraus, wenn 
62) LT, 1L(—r) = e 

gesetzt wird, 


v' = 2 A[o cos (T'+e)+zxsin (T'+s)|sine 


63) 
Dar A Sin: 
falls man noch schreibt 
64) v, = a sin l(T — 1), Wu Diam 1}, 


wird hiernach 


X SIN & + @ COS & 


a = 
: 2 a > s, to A — : 
65) 7 —= 4 (x° + &°) sin ‘e g —XCOSE+HSiNE ? 


ye 


oder bei Einführung zweier HülfsgrüBen w und & durch die 
Formeln 


66) X — COS D, © — y sin Ÿ 
auch 
67) + — 2usine, tg4 = —tg(e+®), resp. À = man —(es+®), 


wobei "» eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die man unbedenk- 
lich mit Null vertauschen kann. Demgemäf wird schlieflich 
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UE RU LR 
Dhsne 5 (es + À), @ —= ——— sin (es + Z). 


Dre 2bsine 


Die GrôBen &s, sowie a/b und Z sind der Beobachtung mit 
Hilfe von Compensator und Analysator zugänglich. Wir gehen 
jetzt zur Theorie dieser Messungsmethode über. 


8) Theorie der Beobachtungsmethode. 


Die Schwingungsrichtungen des Glimmercompensators mügen 
durch % und 8 gegeben sein; % entspreche der schnelleren 
Welle; das Axenkreuz %)8 sei um den wiederum klein angenom- 
menen Winkel @ in positivem Sinne gegen das absolut feste Kreuz 
Y'Z' gedreht. Die Schwingungsebene des Analysators schlieBe 
den im gleichen Sinne positiv gerechneten Winkel 4 mit Y' ein; 
1-9 sei — Ÿ gesetzt. (S. Fig. 1 auf S. 171). 

Bezeichnet man die aus dem Glimmer austretenden Schwin- 
gungscomponenten mit tv, und tv, so beobachtet man verschwin- 
dende Intensität, wenn 


69) b, cos Ÿ +, sin» = (. 


Die auf den Glimmer fallenden Componenten nach % und 8 seien 
v, und tw,, und es gelte 


70) v, = asim(T, —4«)52 ps" sin (7, — 6); 


sind dann noch £ und » die Verzügerungen der beiden Schwin- 
gungen im Glimmer, so gilt 
71) v, — asin(Z.—a—Ë£), w, = bsin(T,—B—n), 
und die Gleichung (69) verlangt, daf 
a il Par 
72) und 
ab — —-tg 


ist. Dics sind die Bedingungen für die Beobachtung verschwin- 
dender Intensität. 

Gegeben sind im Obigen aber die Schwingungscomponenten 
v',w' nach dem absolut festen Coordinatensystem Y'Z'. Mit 
diesem sind b und t verbunden durch die Gleichungen 


v' = b,cosp—W,sinp, %' — b, sin y + 10, cos p, 


oder bei, wic vorausgesetzt, kleinem 9, 
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73) v'= D,—W,p, w'— V,p+i.. 


Setzt man in diese Beziehungen die Ausdrücke (71) für b, und w, 
ein und schreibt, wie in (64), 


v' = asin(Z"— 4), w'— bsin T', 
so erhält man in der früheren Annäherung 
74) & = à +bp"—-2abpcos(a—B), db —= b, 


T'=T- ns nn (ES) 
1 B, tg À p+vcos (x —B) 
a—B — n—Ë£ — à ist aber die Verzôgerung der 8- gegen die Ÿ- 
Componente im Glimmer, also eine dem Compensator individuelle 
Constante, und a/b ist nach (72?) gleich —#. Somit kann man 
schlieBlich schreiben 


_ = Vy+p +2#pcos0, 
75) 
Mi y sin Ô 
RS p + Ÿ cos Ô 


Die Bestimmung von x hat nun folgendermafien zu erfolgen. 

Die Abweïichungen der Stellungen von Compensator und 
Analysator von den Nullstellungen, in denen die Nicols gekreuzt 
sind und die Schwingungsebene des Compensators für die schnel- 
lere Welle mit derjenigen des Analysators zusammenfällt, geben 
œ und y, und somit # — y—. Diese Werthe zusammen mit 
dem für die benutzte Farbe geltenden Ô lassen nach (7b) die 
GrôBen a/b und Z berechnen. 

Ist ferner für die Krystallplatte die Verzôgerung & = #&({—r) 
bekannt, so folgt aus (67) 


vd néons: 
2bsime ? 


und mit Hülfe dieser Grüfen schliefilich nach (66) 


76) W= Ÿ — —&— A, 


77) x — ucos#, © — y sin Ÿ. 


9) Die Beobachtungen. 


Bei der Schwierigkeit der Beobachtungen genügen für à und 
e angenähert richtige Werthe. à ist für den benutzten Glim- 


IR 
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mercompensator von Herrn Horn!) bestimmt und kann auf 84° 
(in WinkelmaB) geschätzt werden. &« ist für die untersuchte rechts- 
drehende Quarzplatte mittelst eines Quarzkeilcompensators hier 
im Institut von Herrn Houstoun gemessen und bis auf ein 
irrelevantes Vielfaches von 2x zu 65° gefunden. 

Bei den eïigentlichen Beobachtungen wurde der Nullpunkt 
des Nicols und des Glimmercompensators (bei Annahme der Dre- 
hungsaxe des Spectrometers als Z'-Axe der obigen Rechnungen) 
in folgender Weise bestimmt. Auf dem Spectrometertischchen 
wurde ein Glan-Foucault’scher Nicol mit zur Axe normalen 
Endflächen so befestigt, daf seine Polarisationsrichtung nahezu 
normal zu Z’ lag und seine vordere Grenzfläche normal zur Axe 
des Beobachtungsfernrohres stand. Hierauf wurde der Analysator 
auf grôfite Helligkeit gestellt und dann das Licht im Beobach- 
tungsfernrohr durch Drehung des Polarisators ausgelôscht. Die- 
selbe Beobachtung wurde angestellt, nachdem der Nicol mit Tisch- 
chen und Kreis um genau 180° gedreht war. Das Mittel aus 
beiden Ablesungen giebt die Nullstellung des Polarisators, vor- 
ausgesetzt, da die zwei Hälften des Nicols richtig auf einander 
orientiert sind, was nach der guten Auslôschung, die letzterer gab, 
angenommen werden durfte. Zur Controle wurde die Bestimmung 
mit einer einfachen Kalkspathplatte wiederholt, wobei sich ge- 
naue Uebereinstimmung (innerhalb 1') ergab. 

Nachdem die Nullstellung des Polarisators festgelegt war, 
wurde diejenige des Analysators und darnach die des nun erst 
eingefügten Compensators in der gewühnlichen Weise aufgesucht. 
Alle Nullpunkte dürften, Dank der Helligkeit des hier benutzbaren 
Nernst-Lichtes, bis auf etwa eine Bogenminute zuverlässig sein. 

Die Einstellungen bei den eigentlichen Messungen, die mit 
Sauerstoff- Natriumlicht auszuführen waren, liefen sich natürlich 
nicht so genau machen, da einerseits jetzt die Lichtstärke viel 
geringer, andererseits Analysator und Compensator gleichzeitig 
zu bewegen waren; immerhin kamen Abweichungen vom Mittel, 
die 4 erreichten, kaum vor. 

Für die Beobachtungen wurde die Quarzplatte mit Hülfe des 
GauB’schen Oculares normal zur Fernrobraxe gestellt und um 
letztere so gedreht, da bei der Nullstellung von Analysator und 
Compensator die bevbachtete Intensität môglichst klein war, die 
Hauptaxe Z des Quarzes also nahezu mit der Polarisationsrichtung 
Z' des einfallenden Lichtes zusammenfiel und demgemäB « einen 

1) L c. p. 284. 
12% 
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kleinen Werth erhielt. Die Beobachtungen am Analysator und Com- 
pensator zur Bestimmung von x und & wurden dann jedesmal wic- 
derholt, nachdem das Präparat mit Kreis und Tischchen um ge- 
nau 180° gedreht, also der Winkel © in —@ übergeführt war. 
Dieses Verfahren gab durch Vergleichung der erhaltenen & eine 
Art von Controle für die Zuverlässigkeit der Beobachtung. Es 
mag bemerkt werden, daf einige in sich gut stimmende Beobach- 
tungen in Bezug auf diesen Punkt unerwartete, auch bei wieder- 
holten Umdrehungen der Quarzplatte constant bleibende Abwei- 
chungen gaben, die sich wohl nicht anders erklären lassen, als 
durch die Annahme kleiner Fehler in der Bearbeitung der Axen- 
zapfen, vermüge deren z. B. die Normale des Kreïises bei einer 
Drehung einen sehr spitzen Kegel beschreibt und demgemäB auch 
bei gewissen Anfangs - Stellungen des Kreises nach einer halben 
Drehung in der Ebene normal zur Fernrohraxe aus der ursprüng- 
lichen Lage abweicht. 


10) Resultate. 


Ich theile zunächst einige Beobachtungen mit der rechts- 
drehenden Quarzplatte mit, ohne indessen die einzelnen Able- 
sungen anzugeben. Die rümischen Zahlen unterscheiden die bei 
verschiedenen Aufstellungen des Präparates, die arabischen die- 
jenigen bei derselben Aufstellung nach einer Umdrehung ge- 
machten Messungen. 


L 1), — — 33, 4 = +7, va 1058, 
2) PT 8',8 Aa 0%, Y: = 720: 
Hieraus folgt 
A, = à dd; = 4, 
1so 
9, —= +13, 9, — —90"; 
ferner 
a Ne a 
—+ — 0,00320, —+ = 0,0032:, 
b, b, 
u, — 0,001, u, — 0,001%, 
also schlieflich 
x, —= 0,00172, ==": :0,00170, 
œ, — 0,00089 = +14, ©, — —0,00058 — Cor 


Die entgegengesetzte Gleichheit von o, und w, ist hier — 
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da 1’ nicht mehr sicher ist, als vollkommen erreicht zu be- 
trachten. 


DT D Sd cn DU LU Eure 
2) m, = +8, 4 = +13, #, = +10. 
a NN ri Ne 10) 
9, — —34%5, 9, — +47; 
ferner 
4 — 0,0042 % — 00031 
LA Fm) ; b, Sad) , 
w, — 0,0023, w, — 0,0017, 
also 
x, — 00019, re 'po1e* 


@, — —0,00128 — —44, «w, — +0,00125 — +48. 


Dieser Zahlenreihe liegen weniger Ablesungen zu Grunde; das 
Resultat für x ist also unsicherer. Immerhin weicht der mittlere 
Werth 0,00155 von dem vorstehend erhaltenen 0,0017 nur wenig ab. 


I. Dp=-76, m—+l8, w = 4 
Pa — =208 Le +3, Ya = 9". 


Die Beobachtungen über @ und # sind hier so nahe gleich, daf 
æ sehr klein sein muf. Man kann daher in (6b') œ° neben y? 
vernachlässigen und direct mit der Formel 


a 


# — Dhsine 


und den Mittelwerthen von @ und # rechnen. Man erhält hieraus 


p — —6',8, di=—="92, 
also 


. — 0,00314, x — 0,00173. 

Mit dem links drehenden Quarz habe ich, weil seine theil- 
weise Unreinheit ein vollständiges Auslôüschen des Lichtes und 
somit eine genaue Einstellung nicht gestattete, nur wenige Beobach- 
tungen gemacht, die aber immerhin nicht ohne Interesse sind, 
weil sic den etwaigen Verdacht, da es sich bei den vorstehenden 
Messungen überhaupt nicht um ein regelmäfiges Phänomen, son- 
dern etwa um die Wirkung innerer Spannungen in dem Krystall 
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handelte, im Voraus widerlegen. Ein solcher Verdacht ist zwar 
schon an sich wenig begründet, weil Spannungen lineäre Polari- 
sation innerhalb eines Krystalles nicht in elliptische überführen ; 
aber ein directer Nachweïs, dafi die Beobachtung an einem rechts- 
und einem linksdrehenden Quarz Erscheinungen liefert, die in der 
Weise sich qualitativ unterscheiden und quantitativ üibereinstimmen, 
wie die Theorie es verlangt, ist doch in jedem Falle von erheb- 
lichen Gewicht. 

Eine Betrachtung der Rechnungen von $S. 173 zeigt nun, daf 
die Umkehrung der Rotationsrichtung keine andere Aenderung 
hervorbringt, als die Vertauschung von x mit —x und von L mit 
r resp. » mit !, d.h. von & mit —&. 

Die Vorzeichenänderung von x ist in (68') mit der von & 
durch den Nenner sine direct verbunden; demgemäB ist die ein- 
zige Wirkung der Umkehrung der Drehungsrichtung, die von der 
Theorie verlangt wird, daf so, wie früher —s zwischen Z, und 4, 
(nahezu in die Mitte) fallen muf, Gleiches jetzt für ++ gelten 
mu. Dies hat sich nun in der That gezeigt. Eine leidliche 
Beobachtungsreihe mit dem Linksquarz hat gegeben 


1) PE 0, Nm 40; Y, TP — 19! 
2) y, = — 65, ti 218; Y, —= —11',6. 
Hieraus ergiebt sich 
4, = +84, 4, = +56, 
also 
D 49% 9, = +9, 


was dem oben Gesagten entspricht. Ferner folgt 


Pire PR 
w7 — 0,006, in 0,0040, 
UT 0,00805, LR 0,00221, 


also schlieBlich 


x, — — 0,0028; x, — —0,00214 
= + 000009 — 4,4 @, — 0000810 — 11e, 


1 


Die Differenz von ©, und —w, übertrifft hier wenig die Beobach- 
tungsfebler; der mittlere Werth von x — —0,0025 stimmt in der 
absoluten GrüBe so weit mit dem frühern (x — +0,0017 ca.) 
überein, daf man die Beobachtung mit der nicht ganz reinen 
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Platte auch als eine Stütze des früheren Resultates betrachten 
kann. Will man dem absoluten Werth, den die links drehende 
Platte gegeben hat, einen kleinen EinfluB auf die Abschätzung 
des wahrscheinlichsten Werthes von x gewähren, so wird man 
diesen etwas grôBer als 0,0017, etwa gleich 0,0019 annehmen 
dürfen. 


11) Folgerungen. 


Um dies Resultat zur Entscheidung zwischen den beiden 
oben erôrterten Ansätzen zu verwenden, hat man zu benutzen, 
daB bei Quarz der absolute Werth 


|n,— n,| — 0,000071, 
|n,—n,| — 0,00911, 


ist. Die Drude’sche Theorie verlangt also nach (b1) für x, den 
Werth 

% —= 0,0039 
und Analoges gilt von anderen einconstantigen Theorieen, z. B. 
der Gouy'schen. Diese Zahl darf aber als weit aus dem 
Bereich der Messungen herausfallend und demgemäB als im Wi- 
derspruch mit der Beobachtung bezeichnet werden. 

Was die von mir vorgeschlagene Theorie anbetrifft, so ist 
sie natürlich wegen der zweiten Constanten, die sie einführt, mit 
dem Resultat verträglich. Die Beobachtung zeigt aber, daB diese 
zweite Constante 0’ neben der ersteren 0 jedenfalls sebr klein ist; 
ja die Erfahrung scheint damit vereinbar, daB 0’ verschwin- 
det, denn der hieraus folgende Werth von x, nämlich 0,0019b, 
liegt den beobachteten auBerordentlich nahe. Wenn genauere Be- 
stimmungen, (an die ich gehen werde, sowie mir vollkommnere 
Hilfsmittel es gestatten), dies mit allem Vorbehalt ausge- 
sprochene Resultat bestätigen sollten, so würde die Activität 
von Quarz für jede Farbe allerdings auch nur von einer Con- 
stanten abhängen, aber in einer wesentlich anderen Weise, als 
Herr Drude angenommen bat. 


11) Ueber active zweiaxige Krystalle. 


Die krystallographischen Symmetrieverhältnisse lassen be- 
kanntlich das Auftreten polarer Vectorcomponenten in lineärer 
Verbindung mit axialen auch bei gewissen Krystallgruppen zu, 
die sich optisch zweiaxig verhalten. Die einfachste Erweiterung 
der oben benutzten Gleichungen gilt für die hemiedrische Gruppe 
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des rhombischen Systemes, die durch zwei zu einander normale 
zweizählige Symmetrieaxen characterisirt ist. Dieser Gruppe läft 
sich für einfarbiges Licht (in einer in der folgenden Abhandlung 
näher zu erôrternden Annäherung) die hemimorphe Gruppe des 
monoklinen Systemes unterordnen, welche eine einzige zweizählige 
Axe besitzt, da sich für jede Farbe ein Axenkreuz angeben läft, 
für welches die optische Symmetrie mit derjenigen der rhombischen 
Gruppe übereinstimmt. Eine etwas andere Stellung nehmen die 
übrigen acentrischen Gruppen des monoklinen und des triklinen 
Systemes ein. Wir wollen uns aus gewissen Gründen hier auf 
die Betrachtung der zuerst genannten Gruppe beschränken und 
auch in Bezug auf sie nicht die allgemeinen Formeln entwickeln, 
sondern nur eine specielle Frage erürtern. 

Es ist bekannt, daB die auf der Activität beruhende Dre- 
hung der Polarisationsebene bisher allein bei durch Druck zwei- 
axig gemachtem Quarz'), aber bei keinem von Natur zweïaxigen 
Krystall beobachtet worden ist. Es entsteht somit die Frage, ob 
sich etwa in Wirklichkeit bei zweiaxigen Krystallen parallel den 
optischen Axen garnicht zwei circularpolarisirte Wellen fort- 
pflanzen, sondern zwei elliptische, die nur in dem Falle sehr klei- 
ner Axenwinkel (also sehr kleiner Abweichungen des Verhaltens 
von einaxigen Krystallen) den circularen sehr ähnlich werden und 
demgemäf eine Erscheinung bewirken, die sich von der eigent- 
lichen Drehung der Polarisationsebene nicht merklich unter- 
scheidet. 

Die einconstantigen Theorien führen zwar auf streng circulare 
Schwingungen; da aber, wie mir scheint, durch die vorstehend 
beschriebenen Beobachtungen diese Theorien definitiv widerlegt 
und überdies bei den mehrconstantigen sehr verschiedene Zahl- 
werthe der Constanten desselben Kürpers als vorkommend er- 
wiesen sind, so erhellt die Môglichkeit, daB durch den letzteren 
Umstand das Resultat der älteren Theorien bezüglich der Po- 
larisationsverhältnisse erhebliche Aenderungen erfahren môchte. 
Ergäbe sich z. B. aus der allgemeïinsten Theorie, daf parallel den 
optischen Axen nicht circular, sondern stark elliptisch polarisirte 
Wellen fortschreiten kônnen, so würde dadurch das Nichtzu- 
standekommen der Drehungen erklärt sein. Diese Untersuchung 
soll nach Aufstellung der allgemeinen Formeln für active Kry- 
stalle rhombischer Symmetrie allein durchgeführt werden. 

Legen wir das vorstehend erprobte Erklärungssystem zu 


1) E. Mach und J. Merten, Wien. Ber. 72, (2), p. 816, 1876. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse. 1909. Heft 4. 13 
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Grande, so treten an Stelle der Gleichungen (14)—(17) die fol- 
genden, keiner erneuten Erläuterung bedürfenden: 


oX 0.Cnû 

78) dr — (DS pe 

A 
79) = to Gh= v(2-0E). 
80) X= X+2X,,...; 

nu +b, _ + d, = = XX, 
ta Dana er, 
1 
Ba a" 08e pb ge Dre z 


Die Einführung complexer Lôsungen, die ebene homogene Wellen 
mit den Richtungscosinus a, B,y darstellen, liefert hieraus 


82) X = —»(BC—-yB),...; 
83) U— A+ DE —-vYY-82),...; 
84) X= X+D%X,,...; 

88) ED, + SA —eX,.….. 


hierin stellt wiederum » den complexen Brechungsindex dar, und ist 
LE po 
D qu‘: 

Die Seite 162 eingeführte Beschränkung auf Glieder erster 
Ordnung und Einführung der Abkürzungen 


D "1 


1 QE. si e, 
ER Mt Des fn are 
liefert aus (83) und (85) 
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86) A = A+idX = —-v(yY—-B2Z),...; 
87) ED, = X+ MER... 
88) X = XA+iv(yY-BZ)0,...; 


und durch Elimination von À, B, C und %, 9%), 8 folgt, analog 
zu (26), 


89) X(2—v)+av (a X+BY+y2Z) = iv(BZ(9+0")—yY(0+0')), 


welche Gleichungen die Gesetze der Geschwindigkeiten und Schwin- 
gungsformen enthalten. 

Liegt die Richtung der Wellennormale in der X Z-Ebene, ist 
also 8 = 0, so gilt einfacher 

X(4—-v)+v'a(aX+yZ) = —ivy Y(d +0"), 
90) Y(d'—v) = iv(yX (0 +0d’)—aZ(d'+0”)), 
Z(d'=v)+v y (@X+y 2) = +iva F(0+0). 

Zur Beurtheilung des Gesetzes der Polarisationen führen wir, 
wie früher, am einfachsten die Componenten JA, 8, CE der magne- 
tischen Polarisation ein, für die nach (86) bei 8 — 0 gilt 

A —= —vyY, B — —-v(axZ—-yX), E — +va}. 
Wir setzen demgemäB wieder 
91) vY =$, vX = yB+a®D, vZ = - aB+y®, 
wo 8, © und $ die Seite 168 erôrterte Bedeutung haben. Die 
erste und dritte Gleichung liefert leicht 
B(44"—-d'(#41+y 4")) 
— —iv$(y 4" (8 + 0") +4 (0 + d”)), 
92) D(244"—-4'(#4+7y4")) 
= ivayB((d+0")(4—v")— (0 +8) (4"—v)); 
dagegen folgt aus der zweiten 
93) PB(d'—v") — iv(B[y° (0 + 0’) + à (04 8”)] + « y D (9 — d”)). 

Für Weiteres wollen wir wiederum das mit D(9—0”) multi- 
plicirte Glied als klein von zweiter Ordnung vernachlässigen, was 
darauf hinauskommt, daf wir in den mit einem à proportionalen 
Termen die Differenzen der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten un- 
beachtet lassen, also Z, Z' und 7” als unter einander gleich be- 


trachten. 
13* 
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Die Richtungen der optischen Axen sind dadurch definirt, 
da für sie gilt 
A4" = d'(é4+7y 4"). 
Bei Benutzung dieser Relation liefert (92) und (93) 
94) B(2-4")(4'—v°) = —ivR(0(4'—-4")+ 0 (4—4")+0"(4—- 4"), 
B(4—-4")4'(4'—-v°) — ivB(SA(A'=d")+0 d'(4—d")+0" S'(d—4 ). 


Da innerhalb der oben eingeführten Annäherung in der zweiten 
Gleichung rechts die Factoren 7 und 7” mit Z’ vertauscht wer- 
den dürfen, so hebt sich 7’ aus der zweiten Formel heraus, und 
man erhält, unabhängig von den Werthen von 6, 9’, d”, 
5° = —P*. 

Aehnliches gilt, wenn die Wellennormale in der X Y- oder Y2Z- 
Ebene liegt, und diese die optischen Axen enthält. Auch nach 
der mehrconstantigen Theorie findet somit in der 
Richtung der optischen Axen merklich circulare Po- 
larisation stätt. 


13) Einige Beobachtungen. 

Aus Vorstehendem ergiebt sich, da für das anscheinende 
Fehlen der Drehung der Polarisationsebene bei zweiaxigen Kry- 
stallen andere Umstände mafigebend sein müssen, als Verschieden- 
heit der Activitätsconstanten 0, d’, d”. Auf den wichtigsten Um- 
stand ist schon an verschiedenen anderen Stellen hingewiesen wor- 
den. Wie bei nicht activen Krystallen die beiden Hüllen der 
Wellenflächen in den optischen Axen je nach deren Anzahl ver- 
schieden zusammenhängen (bei einaxigen Krystallen sich berühren, 
bei zweiaxigen sich schneiden), so ist in activen Krystallen das 
Gesetz der (Greschwindigkeiten in der Umgebung der optischen 
Axen je nach deren Anzahl wesentlich verschieden; in einaxigen 
Krystallen nimmt die Geschwindigkeitsdifferenz für die beiden 
Wellen sehr langsam, in zwciaxigen schr schnell mit wachsendem 
Winkelabstand zu. Eine eventuelle Drehung der Polarisations- 
ebene kann sich daher bei einem zwciaxigen Krystalle nur inner- 
halb eines äuBerst kleinen Winkelraumes geltend machen und wird, 
wenn sie gar noch geringe Grôfe besitzt, sehr schwer wahrnehmbar 
sein. Ich weif nicht, ob schon unter Bedingungen, welche dieser 
Schwicrigkeit Rechnung tragen, systematische Versuche zur Auffin- 
dung der Drehung bei zweiaxigen Krystallen angestellt worden sind. 

Jedenfalls scheinen mir einige an Rohrzucker gemachte Be- 
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obachtungen zu zeigen, da dieser Krystall parallel einer opti- 
schen Axe eine Drehung der Polarisationsebene bewirkt, und ich 
môüchte glauben, daf die von mir angewendete einfache Untersu- 
chungsmethode auch in andern Füällen positive Resultate ergeben 
würde. 

Dr. Steeg und Reuter hat mir aus eingelieferten guten 
Krystallen drei Platten von beiläufig 24, 5 und 64 mm Dicke senk- 
recht zu einer optischen Axe hergestellt, die, zwischen gekreuzten 
Nicols mit blofem Auge und Natriumlicht beobachtet, prachtvolle 
Ringsysteme mit tiefschwarzen Polarisationsbüscheln zeigen. Von 
einer Aufhellung des Axenbildes, wie sie bei einer Drehung statt- 
finden mufñte, ist hierbei nichts zu sehen. 

Indessen wird durch den intensiven Contrast der benachbar- 
ten hellen Felder die Beobachtung sehr unsicher. Ich befestigte 
demgemäB die Zuckerpräparate auf dem Krystallhalter des Lie- 
bisch-Fuef’schen Polarisationsspectrometers, das einen ganz 
kurzen Spalt besitzt, und brachte das verticale Polarisationsbü- 
schel in das Spaltbild, soda die Spur der optischen Axe in des- 
sen Mitte fiel. Wurde der Spalt so verengt, daB die dem Büschel 
benachbarten Maxima vüllig abgeblendet waren, so ergab sich das 
Minimum der Intensität in der optischen Axe nicht bei gekreuz- 
ten Nicols, sondern nach Ausführung einer Drehung, die für alle 
drei Platten in der Linksrichtung und in der Plattendicke an- 
genähert proportionaler GrüBe erforderlich war. Die Drehung in 
einer Platte von 1 mm Dicke schätze ich auf nahezu 1°. 

Trotz naheliegender Bedenken, die sich auf die Erfolglosig- 
keit aller bisherigen Versuche, auf den unerwarteten Sinn der 
Drehung (Zuckerlüsung dreht rechts) und vielleicht auch auf das 
häufig Stürungen aufweisende Material gründen lassen, scheint 
mir das Resultat nicht ohne Interesse. Jedenfalls dürfte eine 
systematische Suche nach zweiaxigen activen Krystallen geboten 
und einigermaBen aussichtsvoll sein. 


Güttingen, Juni 1908. 


Ueber specifische optische Eigenschaften 
hemimorpher Krystalle. 


Von 
W. Voigt. 


(Vorgelegt!) in der Sitzung vom 7. März). 


Einige wenige Ausnabmen abgerechnet ist in der Krystall- 
optik die Beobachtung der Theorie vorangegangen; letzterer 
fiel somit meist nur die Aufgabe einer Erklärung der ohne ihre 
Anleitung aufgefandenen Thatsachen zu. Auch die Entwickelung 
unserer Kenntnisse bezüglich der natürlichen Activität hat im 
Wesentlichen diesen Weg genommen; die Theorie hat sich darauf 
beschränkt, für die an enantiomorphen Krystallen des regulären, 
wie des hexagonalen, quadratischen und rhomboedrischen Systemes 
beobachteten Erscheinungen Erklärungssysteme aufzustellen, in- 
dem sie zu den polaren Gliedern der optischen Gleichungen 
solche von rotatorischem Character fügte, — eine Erweiterung, 
die man dann versuchsweise auf die enantiomorphen Gruppen des 
rhombischen und des monoclinen Systemes übertrug. 

Bei der führenden Rolle, die in dieser Entwickelung die un- 
abhängig von der Theorie gefundenen Thatsachen spielten, ist es 
begreiflich, daf (wie mir scheint) noch Niemand an eine eigentlich 
systematische Untersuchung des ganzen Kreises zusammen- 
hängender Fragen gegangen ist, welche die bekannten Erschei- 
nungen wecken, so nahe dieselben im Grunde liegen. In der That : 
wenn die Eigenschaften der natürlichen Activität eine Erweiterung 
der optischen Gleichungen durch Berücksichtigung specifischer 
Wirkungen verlangen, die in lineären Beziehungen zwischen po- 
laren und axialen Vectorcomponenten Ausdruck finden, wenn sich 


1) Im Druck bis nach Vollendung der vorstehenden Arbeit zurückgehalten. 
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diese Ergänzungen genau den krystallographischen Symmetriever- 
hältnissen fügen, so taucht fast von selbst die Frage auf, ob denn 
die enantiomorphen Gruppen die einzigen sind, welche solche 
Beziehungen zulassen, und wenn nicht, welche Form und wel- 
chen Inhalt diese Beziehungen für die übrigen in Betracht kom- 
menden Gruppen besitzen. Und diese Frage dürfte eine nicht 
unerhebliche practische Bedeutung haben; denn es ist nach 
vielen Analogien zu schliefen, keineswegs wahrscheïinlich, daf 
Wirkungen, die gemäB den Symmetrieverhältnissen bei ganz ver- 
schiedenen Krystallgruppen auftreten künnen, sich in Wirklich- 
keit auf ganz einzelne von ihnen beschränken sollten. Frei- 
lich ist die natürliche Activität (in merklicher Stärke wenigstens) 
keine nothwendige Begleiterin der Enantiomorphie, und so kann 
immerhin das in Bezug auf andere Gruppen als môüglich, resp. 
wahrscheinlich Signalisirte nur bei bestimmten Substanzen 
deutlich erkennbar sein. In jedem Fall dürfte es aber von In- 
teresse sein, da die Theorie überhaupt für gewisse Krystall- 
gruppen bisher noch nicht gefundene Eigenschaften ankündigt, 
daf sie die Bedingungen klarstellt, unter denen dieselben — die 
im Allgemeinen sehr fein zu sein scheinen — am sichersten auf- 
zufinden sein werden, und auch erklärt, warum gewisse Vorgänge, 
die man wohl erwarten kôünnte, in Wirklichkeit nicht eintreten. 

Ich werde im Folgenden damit beginnen, für alle Krystall- 
gruppen diejenigen lineären Beziehungen zwischen polaren und 
axialen Vectorcomponenten abzuleiten, die mit deren Symmetrie- 
verhältnissen vereinbar sind. Es wird sich ergeben, daB mit we- 
nigen Ausnahmen alle Krystalle ohne Symmetriecen- 
trum dergleichen zulassen, und daf diese Krystalle sich 
in Bezug auf sie deutlich in Obergruppen von verwandtem Cha- 
racter zusammenfassen lassen. Unter letzteren repräsentirt dieje- 
nige der enantiomorphen Formen, die bisher (allerdings 
meist nur in einer willkürlichen Vereinfachung der Gleichungen) 
allein untersucht ist, einen hervorragend eïinfachen Typus; ein 
zweiter wird durch die hemimorphen Formen geliefert; ein 
dritter stellt sich als eine Superposition der beiden ersteren dar. 

Da es nicht angemessen erscheint, in einem neuen Gebiet 
sogleich die complicirtesten Fälle in Angriff zu nehmen, so habe 
ich mich bei der Untersuchung des Inhaltes der neu gefundenen 
Beziehungen auf die hemimorphe Obergruppe beschränkt. Es 
bietet keinerlei principielle Schwierigkeit, die Betrachtung zu 
erweitern. 


A 
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1) AllgemeinsteFormenderlineären Beziehungen 
zwischen polaren und axialen Vectorcompo- 
nenten für die 32 Krystallgruppen. 


Die lineären Beziehungen zwischen den Componenten X, Y, Z 
eines polaren und denjenigen À, B, C eines axialen Vectors, 
deren specielle Gestalten für die verschiedenen Krystallgruppen 
wir abzuleiten haben, wollen wir in der allgemeinen Form 


X=a,A+a,B+a,c, 
Y=a,4+a,B+a,c, 
Pad DT DL C 


ansetzen. Für die Anwendung derselben ist zu benutzen, daf in 
Bezug auf alle Drehungen des Coordinatensystemes axiale Vector- 
componenten sich genau ebenso verhalten, wie polare, daf aber 
bei einer Inversion einer Coordinatenaxe von polaren Vectoren 
die parallelen Componenten ïhre Vorzeichen umkehren, die 
normalen dieselben beibehalten, während sich axiale Vector- 
componenten gerade umgekehrt verhalten. 

Unter Benutzung dieser Regeln erhält man leicht die fol- 
genden Hülfssätze : 


Ein Symmetriecentrum (C) verlangt das Verschwinden aller a. 


Eine zweizählige Symmetrieaxe parallel Z(Symbol 4?) bedingt 
das Constantensystem 


is dis 0; PTT UZTY 0; 0, 0, Ass) 


eine ebenso gelegene drei-, vier- oder sechszählige Axe (Symbol 
A;, A, A) dagegen das System 


ins Ass O5 — in Gi 0; 0,0, a 
Eine Symmetrieebene normal zur Z-Axe (Symbol E,) hat zur 


Folge 
0, 0, UE 0, 0, os) ds Ag) 0; 
eine (zweizählige) Spiegelaxe parallel der Z-Axe (Symbol S,) dagegen 
Gas in O5 Gin — 0; 0,0, 0. 
Die Combination dieser Gesetze liefert nun ohne Weiteres 
die Constanten-Schemata für die 32 krystallographischen Gruppen, 


die durch die in Klammer beigesetzten Symbole für die Symme- 
trieelemente characterisirt sind. 


1; 
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L Triklines System. 


1) Holoedrie (C) alle a, —= 0; 
2) Hemiedrie (keine Symmetrie) alle a, müglich. 


II. Monoklines System. 


3) Holoedrie (C, 4 oder C, E,) alle a,, = 0; 
4) Hemiedrie (E,) 0,0,a,,; 0,0,a,; ay aus 0; 
5) Hemimorphie (47) a,,, a, 0; a, a, 0; 0,0,a,. 


III. Rbhombisches System. 


6) Holoedrie (C, 4°, 4° oder C, 4°, E)) alle a, = 0; 
7) Hemiedrie (4°, 47) a,,, 0,0; 0,a,,,0; 0,0,a,; 
8) Hemimorphie (4°, E,) 0, a, 0; a,,, 0, 0; 0,0, 0. 


IV. Rhomboedrisches System. 
9) Holoedrie (C, 4’, 4° oder C; 4°, E) alle a, = 0; 


1 

10) Enantiomorphe Hemiedrie (4°, 4°) a,,, 0,0; 0,a,,,0; 0,0,a; 
11) Hemimorphe Hemiedrie (4°, E) 0, a,,,0; —a,,, 0,0; 0,0,0; 
12) Paramorphe Hemiedrie (C, 47) alle a, = 0; 

13) Tetartoedrie (4) a, 4,0; —a,, 4,0; 0,0, a. 


12) 


V. Tetragonales System. 


14) Holoedrie (C, 4, 4° oder C, À’, E,) alle a, = 0; 
15) Enantiomorphe Hemiedrie (4, À,) a,,0,0; 0,a,,,0; 0, 
0 


0 
16) Hemimorphe Hemiedrie (4, E,)0,4,3, 0; —a,,,0,0; 0,0, 


17) Paramorphe Hemiedrie (C, 4°) alle a, = 0; 
18) Tetartoedrie (4°) a,,4a,,0; —a,, a, 0; 0,0,a,,; 


19) Hemiedrie mit Spiegelaxe (S,, 47) a,,,0,0; 0, —a,,,0; 0,0,0; 
20) Tetartoedrie mit Spiegelaxe (S) a,,,a,,,0; a,,, —a,,, 0; 0,0, 0. 


VI Hexagonales System. 
21) Holoedrie (C, 4°, 4° oder C, Aÿ, E,) alle a,, — 0; 


22) Enantiomorphe Hemiedrie (4°, A7) a,,,0,0; 0,a,,,0; 0,0, a 
23) Hemimorphe Hemiedrie (4°, E,) 0,a,,,0; —a,,,0,0; 0,0, 0. 
24) Paramorphe Hemiedrie (C, 4°) alle a, = 0; 

25) Tetartoedrie (4°) a,, 4,0; —a,,, a,,, 0; 0,0,a,,; 


83 ) 


26) Hemiedrie mit dreizähliger Symmetrieaxe (4°, E,, 4°) alle a,—0: 
27) Tetartoedie ' À EE Eh plats 
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VIL Reguläres System. 


28) Holoedrie (C, 4;, 4) alle a, = 0; 

29) Enantiomorphe Hemiedrie (4;, 4’) a,,,0,0; 0,a,,,0; 0,0, a, ; 
30) Hemimorphe Hemiedrie ($,, $,) alle a, — 0; 

81) Paramorphe Hemiedrie (C, 4, v 4, 4;) alle a, — 07); 
82) Tetartoedrie (4; 4, © 4) &, 0,0; 0,a,,,0; 0,0, a... 


Das vorstehende Schema?) giebt die Mittel an die Hand, bei 
Benutzung der in demselben vorausgesetzten Coordinatenaxen so- 
gleich die optischen Gleichungen aufzustellen, welche den Sym- 
metrieverhältnissen bezüglich der müglichen Activität entsprechen. 
So ergeben sich insbesondere die in der vorigen Abhandlung ver- 
folgten Gleichungssysteme für die enantiomorphen Krystalle mit 
einer ausgezeichneten Axe (Gruppe 10,15, 22) und für die ent- 
sprechenden (Gruppe 29) des regulären Systemes, wie auch für 
den allgemeineren Fall (Gruppe 7) des rhombischen Systemes, die 
sämmtlich mit einander nahe verwandte Gestalt erhalten. 

Daneben aber treten (wie schon oben bemerkt) Gleichungs- 
systeme von vollständig abweichendem Habitus auf, die sich am 
einfachsten bei den hemimorphen Krystallen mit einer ausgezeich- 
neten Axe (Gruppe 11, 16, 23, ähnlich 8) gestalten, und eine dritte 
Gattung von Formeln läBt sich als durch Superposition der activen 
Glieder in den beiden ersten Gleichungssystemen erhalten an- 
sehen (Gruppe 13, 18, 25) Die Gruppen, welche auBer diesen 
noch von Null verschiedene «,, erlauben, lassen sich mit der 
dritten Gattung mehr oder weniger direct in Verbindung setzen, 
haben aber im Allgemeinen zunächst geringeres Interesse. 


2) Grundformeln für hemimorphe optischein- 
axige Krystalle und ihre Anwendung auf die 
Fortpfanzung ebener Wellen. 


Bei den bemimorphen Krystallen mit einer 3-, 4-, 6-zähligen 
Axe treten nach dem aufgestellten Schema an Stelle der Ergän- 
zungsglieder (5) der Formeln (4) in der vorigen Abhandlung die 
folgenden 

0B 0 À 
Ch Free +c, Fr 0 

1) Das Symbol — soll dic Gleichwerthigkeit zweier Symmetrieaxen andeuten. 

2) S. auch W. Voigt, Kompendium Bd. IL S. 802, Leipzig 1896. Dort ist 
indessen die Spicgelaxe in Gruppe 19) und 20) unrichtig in Rechnung gesetzt, auch 
in Gruppe 8) 4, mit — 43, vertauscht. 
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und an Stelle von (7) zum Zweck der Erfüllung der Energie- 
gleichung 


so daB die Systeme (2) und (4) der vorigen Arbeit die Form an- 


nehmen 
OU 04 c, 0%, _ (OT 0 
Te te (9e cos 
OR 0 BR os (2 2) 
1) din al dt e, 0 —_ \ox 6)’ 
8€ _ 20 per) 
dé. ô1 — °\oy ox)’ 
ox, OX, UD 
k+ a + b, MIE a X, 
() 0? 0 À 
2) Data teG = AP 
9 
B,+ a+» + bd; es == en Z. 
Hierzu kommen die ungeändert bleibenden Formelsysteme : 
3) Rs ONE ,me. 
0 X oC 0oB 
F Co a 


Die Formeln (1), (2), (4), liefern mit 4, P, C, 0X,[ôt, 09), of, 
08,/0t, X, Y, Z zusammengefafit und über einen beliebigen Raum 
integrirt die Gleichung der Energie in der Form, die aus der all- 
gemeinen Electrodynamik bekannt ist; die Zusatzglieder geben 
einen Antheil nur zur räumlichen Energie, nicht zum Poynting- 
schen Energiestrom. 

Ueber die GrüBencrdnung der in die &, multiplicirten Ergän- 
zungsglieder läBt sich naturgemäf Bestimmtes nicht sagen; in- 
dessen macht es die Analogie der vorstehenden Formeln mit den 
für enantiomorphe Krystalle geltenden wahrscheinlich, daB ihre 
Einwirkung auf die Erscheinungen gering ist. 

Eine erste, vorläufig jedenfalls genügende Annäherung erhält 
man daher (ebenso, wie oben), indem man in den vorstehenden 
Formeln (1) und (2) für die in c, multiplicirten Ausdrücke die 


Lx 
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Näherungswerthe setzt, die aus (2) und (1) bei Vernachlässigung 
von € folgen. 

Die Formeln haben die Symmetrie eines Rotationskôrpers, 
alle Meridiane durch die Z-Axe sind gleichwerthig. Wir kônnen 
uns also auf die Fortpflanzung von Wellen in der XZ-Ebene be- 
schränken und erhalten bei Anwendung der früheren Bezeichnungen 
# für den 2zxten Theil der Periode, » für den im Allgemeinen 
complexen Brechungsindex und der Abkürzungen 


14 b, ia} b} 


5) 145 = Dh 1+ 5 = Dk FER = 


folgende Grundgleichungen für complexe Lôsungen : 
Y = A+iuY = —-vyY, 

6) B = B—-iuX — —-v(aZ—-7yX), 
GC va T;, 


&, D, + SE &@Z—-yX)=4aXx, 


7) pi D, 20 YY = &7Y, 
BD, = 6,7; 
8) = vyB, D = -v(y4A-aC), B = —-vaB. 


Hierin stellen « und y die Richtungscosinus der Wellennormale 
gegen die X- und die Z-Axe dar. | 
Aus (7) und (3) folgt, wenn man wieder setzt 


9) 1+25 04; 1455 = 
X = X Ad +ivu(yX-a2), 

10) D = Y(4 +ivyu), 
8 = Z4', 


und aus den neun Gleichungen (6), (8) und (10) kann man 4, B, C, 
X,Y 7, %,%,8 eliminieren. Dabei ist zu beachten, daf einem 
Gleichungssystem À, C, Y,%), einem zweiten B,X,Z,%,B an- 
gehôüren; die ersteren Componenten bestimmen die ordinäre Welle 
(o), die letzteren die extraordinäre (e). 

13# 
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Wir bilden zunächst durch Elimination der Polarisationen aus 
(8) und (10) unter Benutzung von (6) die Systeme für die Welle (0) 


11) A=-Gy+in)Y, C=ver, 
Y(4 +iv.yu) = —v,(y A— a), 
und analog für die Welle (e) 
B = v(yX-aZ)+iux, 
12) v,9B = X A +ivyu(yX—-aZ), 
ri D 7. 


wobei die complexen Brechungsverhältnisse » bereits durch die 
Indices o und e unterschieden sind. Aus dem ersten Tripel (11) folgt 
13) CA CT 

aus dem zweiten (12) erhält man durch Combination der letzten 
beiden Gleichungen 


S 2 
14) OX « X(2+iv.ye)+y2(2 En), 
was kurz 
15) 0=aX0+720 


geschrieben werden mag; hieraus ergiebt sich, da man setzen kann 
16) Xi= y PO), Z = —-aPo, 


worin P eine Abkürzung ist. Die Combination der ersten und 
der letzten Gleichung (12) liefert unter Rücksicht hierauf, wenn 
man wieder die Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf €; resp. 
u vernachlässigt und die Werthe von @ und @' heranzieht, 


17) PE A+y A4) = dd. 


Aus den Ausdriücken für die complexen Brechungsindices », 
und v, sind alle Glieder erster Ordnung in Bezug auf ein «, resp. 
u verschwunden; die Gesetze der Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten in hemimorphen einaxigen Kry- 
stallen weichen also von den fürholoedrische Kry- 
stalle gültigen erst um Glieder zweiter Ordnung 
in den Ergänzungsconstanten « ab. 

Die Grundlage der vorstehenden Entwickelung ist eine Er- 
weiterung der gewühnlichen Dispersionsformeln, die der in der 
vorigen Abhandlung benutzten (ersten) durchaus parallel geht. 
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Selbstverständlich kônnte auch der zweite der dort erôrterten 
Wege benutzt und künnten Analoga zu den Ergänzungsgliedern 
(6) und (12) jener Arbeit herangezogen werden, die, als leicht zu 
bilden, hier nicht angeführt zu werden brauchen. Die (Gründe, 
welche dies zweite Erklärungssystem minder vortheilhaft erschei- 
nen lassen, als das erste, sind $S. 160 aufgeführt worden. Es ge- 
nügt hier, hervorzuheben, daf beide Systeme bezüglich des vor- 
stehenden in Bezug auf die Gesetze der Geschwindigkeit negati- 
ven Ergebnisses übereinstimmen. 


3) Beobachtungen über Geschwindigkeiten. 


Eine Durchsicht der betreffenden Rechnung zeigt, daf dies 
negative Resultat gerade durch diejenigen Ergänzungsglieder in 
dem System (1) bedingt ist, welche zur Erfüllung der Energie- 
gleichung hinzugefügt worden sind und deren Wirkung diejenige 
der betr. Glieder in (2) aufhebt. Wiürde man dieselben nicht 
heranziehen, so würde ein Einfluf der Hemimorphie von erster 
Ordnung übrig bleiben, der hauptsächlich dahin geht, da ent- 
gegengesetzten Fortpflanzungsrichtungen nicht 
mehr gleiche Geschwindigkeiten entsprechen, — 
eine Dissymmetrie, die nach den Symmetrieverhältnissen der be- 
handelten Kôrper viel Wahrscheinlichkeït hat. 

Aus diesem Grunde schien mir, trotz der Aussage der vorste- 
henden Theorie, eine orientirende Becbachtung ein Interesse zu 
bieten. Zum Nachweis kleiner Geschwindigkeitsdifferenzen sind 
die Interferenzmethoden unvergleichlich, und eine solche empfahl 
sich sonach auch zur Aufsuchung einer Geschwindigkeitsdifferenz 
in den Richtungen der + Z- undder — Z-Axe eines einaxigen he- 
mimorphen Krystalles. 

Derjenige Krystall, der sich in erster Linie für derartige 
Untersuchungen empfehlt, ist natürlich Turmalin, indessen dauerte 
es ziemlich lange, bis ich in den Besitz eines Präparates kam, 
das die Beobachtung, (die ja in der Richtung der stärksten Ab- 
sorption geschehen mufte) gestattete. Aus einem ungewôhnlich 
bellen brasilianischen Turmalin stellte mir die Firma Steeg 
und Reuter in Kirdorf eine Doppelplatte von der Form er 
her, deren heide Hälften normal zur Hauptaxe geschnitten, in 
verwendeter Stellung zusammengekittet und dann gemeinsam plan- 
parallel geschliffen waren, so daB nun normal auffallendes Licht 
die eine Hälfte parallel der +Z:, die andere parallel der — Z-Axe 
durchsetste. Dies Präparat wurde aufrecht auf einen Schlitten 
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gesetzt, der mit einer Schraube in der Richtung normal zur Axe 
des Beobachtungsfernrohres verschoben werden konnte; mit dem 
Fernrohr wurden die Interferenzstreifen beobachtet, welche durch 
ein Paar 1'/2 mm von einander entfernter Spalten und ein Col- 
limatorrohr hervorgerufen wurden. Das Turmalinpräparat wurde 
successive in drei Stellungen gebracht; in der ersten lagen beide 
Spalten vor der linken Halbplatte, in der dritten vor der rechten, 
in der mittleren lag die eine Spalte vor der linken, die andere 
vor der rechten Halbplatte. Der Schliff des Präparates war s0 
gut, daf bei einer Verschiebung die Interferenzstreifen nur in 
dem Augenblick verschwanden, wo die eine Spalte auf die Grenz- 
linie beider Hälften traf, und zwanzigstel Streifenbreiten mit 
Sicherheit gemessen werden konnten. Aber die Positionen der 
Streifen zeigten bei den genannten drei Stellungen des Präparates 
keine Differenzen von einem solchen Betrage. Da nun die Dicke 
des Präparates gleich 2 mm war, der mittlere Brechungsindex des 
Turmalin 1,63 ist und bei der Beobachtung die doppelte Dif- 
ferenz der Geschwindigkeiten parallel der + Z- und der — Z-Axe 
zur Geltung kommt, so überschlägt man leicht, daB jene (ein- 
fache) Differenz den Werth von 1/160 000 des absoluten Werthes 
nicht übersteigen kann. Bis auf diesen Betrag erweist also die 
Beobachtung die Gleichheit der Geschwindigkeiten parallel den 
beiden Axenrichtungen des Turmalin. 


4) Reflexion ebener Wellen an einer zur Haupt- 
axe normalen Grenzfläche. 


Der negative Erfolg des die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
im Turmalin betreffenden Experimentes kann nach dem Inhalt 
von $ 2 nicht überraschen; es handelt sich nunmehr darum, an- 
dere Erscheinungen in Betracht zu ziehen, bei denen die den hemi- 
morphen Krystallen specifischen Glieder sich nicht gegenseitig zer- 
stôren. Da nach Obigem die Vorgänge der einfachen Fortpflan- 
zung ausgeschlossen sind, kommen hierfür nur diejenigen der 
Reflexion und Brechung in Betracht. 


Nach dem S. 191 Gesagten ändert sich durch die den hemi- 
morphen Krystallen individuellen Zusatzglicder der Ausdruck für 
den Poynting’schen Encrgiefluf nicht; es ist demnach keiïn 
Grund vorhanden, die gewühnlichen electromagnetischen Grenzbe- 
dingungen zu erweitern; die Erhaltung der Energie in der Grenz- 
fiche zwischen zwei Medien ist ohne dies gewährleistet. Wir 
behalten sonach die Bedingung bei, daB die zur Grenze parallelen 
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Componenten der electrischen und der magnetischen Kraft stetig 
durch die Grenzfläche gehen. 

Von vorn herein ist wahrscheinlich, und die Rechnung be- 
stätigt es, daB die stärkste Wirkung der auf Hemimorphie be- 
rubenden Glieder dann eintreten wird, wenn die reflectirende 
Ebene normal zur ausgezeichneten Z-Axe steht. Als Einfallsebene 
wäblen wir die XZ-Ebene, so da8 die Formeln des vorigen Ab- 
schnittes für die im Krystall fortgepflanzten Wellen benutzbar 
sind. Behalten wir die Formeln (1) und (2) bei, so wird, wenn 
die innere Normale der reflectirenden Fläche die + Z-Axe ist, das 
Vorzeichen der c;, ungeändert zu lassen, wenn sie die —Z-Axe 
ist, aber umzukehren sein. Zeichnen wir noch die Componenten 
der einfallenden und der reflectirten Welle durch die Indices à 
und > aus, so lauten die Grenzbedingungen für die eine (parallel 
der Einfallsebene polarisirte) Schwingungscomponente (0) 


18) Y+Y = h, Ai+A, = À, 


Für letzteres schreiben wir nach (11'), indem wir Brechungsindex 
y und Richtungscosinus «, y für die einfallende Welle gleichfalls 
mit dem Index #, für die gebrochene mit dem Index o versehen, 
19) my) = (oyo+in) 

und erhalten aus (18*) und (19) 


Quiyi Yi = Yo(viyi+ vo Yo + il) 
20) 


(viYi— V0o7o —iu) Yi = Y,(viyi+ voyo+ il). 


Für die zweite (normal zur Einfallsebene polarisirte) 
Schwingungscomponente sind die Grenzbedingungen 


21) Xi+X, — X,, B;+B, — B.; 


für letzteres schreiben wir nach (12°), indem wir das der GrôBe 
A in (9) Analoge für das erste Medium mit Z; bezeichnen und 
für die gebrochene Welle den Index e benutzen 


(Z+Z) 4 __ ZA! 

22) Vi & Li Van. 
Dabei ist nach (15) 

Ve Ze 9" — — a, X,0, 


also, da für das erste Medium ©@ = @' = J, ist, 
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Vi Vi NTM 
und bei Beschränkung auf Glieder erster Ordnung und bei Be- 


rücksichtigang von (17) 
TL (+ se ) 


23) 
Ve Ve Ve Ve 


Aus (21°) und (23) aber folgt 
Xe 2 x 4 3 2 (14 58] 


Vs Pi ÿ Vi Pi y, 7 v, Ve 


a EE TER 
Vi ÿ: Y, Ve LA Ve Vi Vi ve Ÿ> LA Ve 


Bei nicht metallischer Absorption sind die » als mit den re- 
ellen Brechungsindices der beiden Kôrper merklich identisch und 
die Z sämmtlich als reell zu betrachten; in diesem Falle ergeben 
reelle einfallende Componenten X;, Y; dann complexe reflectirte 
X,, Y, und gebrochene X,, Y,, wenn uw, d.h. die für die Hemi- 
morphie characteristischen Parameter von Null verschieden sind. 
Hierdurch wird also eine Erscheinung signalisirt, auf welche in 
der That die Glieder erster Ordnung, die bei den Vorgängen 
der einfachen Fortpflanzung fortfallen, influiren. 

Bei der Reflexion an einer normal zur Haupt- 
axe an einen einaxigen hemimorphen Krystall ge- 
schliffenen Ebene wird einfallendes lineär polari- 
sirtes Licht in elliptisches verwandelt, und zwar 
vonentgegengesetzter Umlaufsrichtung, je nachdem 
die innere Normale der Fläche mit der einen oder 
der anderen Seite der krystallographischen Haupt- 
axe zusammenfällt. 

Die im Allgemeinen sehr complicirten Formeln vereinfachen 
sich für denjenigen Einfallswinkel, für welchen 

PT 

VvYi VV, 

ist, und für den X, verschwinden würde, falls u — à wäre; die- 
sen Winkel dürfen wir als den Polarisations- oder Ybesser) als 
den Haupteinfallswinkel der Krystallfläche normal zur ‘4:Axe be- 
zeichnen. Hier liefert (24) bei Vernachlässigung der Glieder 
zweiter Ordnung 


24) 


25) 


Egl. Ges, d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1908. Heft 4. 
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und (20°) bei Vernachlässigung schon der ersten Ordnung 


y PP ete 
27) Y, = }, ra 
Für den Fall eines reellen X;/Y; ist hier also. X,/ Y, rein imagi- 
när, die Phasendifferenz der Componenten beträgt 4x, wodurch 
der Name des Haupteinfallswinkels sich rechtfertigt. 

Aus dem Gesagten folgt eine- theoretisch überaus einfache 
Beobachtungsmethode für die in den Formeln ausgesprochene Er- 
scheinung. Man operirt mit einfallendem lineärpolarisirten Licht, 
dessen Polarisationsebene sehr wenig von der Normale zur Ein- 
fallsebene abweicht, um X;/ Y; resp. B;/ À; recht groB zu machen, 
und benutzt den Haupteinfallswinkel; dann kann man für X | Y. 
beliebig grofe Werthe erhalten. 

In Wirklichkeit liegen die Verhältnisse wesentlich complicir- 
ter, hauptsächlich deshalb, weil alle polirten Flächen bei einfal- 
lendeni lineär polarisirten Lichte elliptisch polarisirtes reflectiren, 
— ein Phänomen, das aller Wahrscheinlichkeit nach auf Oberflä- 
chenschichten beruht —, und sodann auch, weil es Schwierigkei- 
ten bietet, den Haupteinfallswinkel so genau zu bestimmen, wie 


zur Vernachlässigung der Differenz ee neben dem im All- 
gemeinen sehr kleinen = in (24°) erforderlich ist. Man wird in 


Wabrheit für X /Y stets. einen Ausdruck von der Form haben 


28) + = LUIH(P+O) (MP, 0, recll) 


wobei M auf der Abweichung vom Haupteinfallswinkel und P 
auf der Oberflächenschicht beruht, Q aber die Wirkung der He- 
mimorphie enthält. Das Ziel muB dann sein, die beiden Krystall- 
flächen normal zur +Z- und zur —Z-Axe bei so genau gleichem 
Einfallswinkel zu beobachten, da8 M den gleichen Werth besitzt, 
und ihnen so nahe gleiche Oberflächenbeschaffenheit zu geben, daB 
P für beide dasselbe ist; da Q für beide Flächen entgegengesetzte 
Werthe besitzt, so würde es sich dann isoliren lassen. 


5) Beobachtungen über Reflexion. 


Beobachtungen über die theoretisch vorhergesagten Einwir- 
kungen der Activität des Quarzes auf das an ihm reflectirte Licht 
sind bisher meines Wissens stets ohne Erfolg geblieben. Es war 
daher von vorn herein nicht wahrscheinlich, da unter analo- 
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gen Verhältnissen, d.h. in Bereichen geringer Absorption 
angestellte Messungen der Ellipticität des an einem hemimorphen 
Krystall reflectirten Lichtes ein besseres Resultat liefern sollten. 
Ganz anders lägen die Verhältnisse, wenn hemimorphe Krystalle 
mit groBer selectiver Absorption zur Verfügung stünden. Denn 
der in die Endformeln eingehende Parameter w, der nach (5) ge- 
geben ist durch 


enthält im Nenner das Aggregat 


das in der Nähe eines Absorptionsstreifens äuBerst klein. werden 

kann. In solchen Bereichen nimmt also w einen ausnahmsweise 
groBen Werth an; die von der Theorie signalisirten Erscheinun- 

gen kônnen sehr deutlich werden und sogar die oben vernach- 

lässigten Glieder zweiter Ordnung merkliche Wirkungen ergeben. 

Aber dergleichen Krystalle habe ich bisher nicht erhalten künnen 

und habe mich daher vorläufig darauf beschränken müssen, zu ver- 

suchen, ob unter ungünstigeren Bedingungen durch müglichst hoch 

gesteigerte Genauigkeit der Beobachtung ein Resultat zu erzielen 

wäre. 

Die sehr zahlreichen und sorgsamen Beobachtungen sind mit 
dem Liebisch-Fuef’schen Polarisationsspectrometer an der 
oben beschriebenen Turmalindoppelplatte angestellt, die zu diesem 
Zwecke auf der einen (vorderen) Fläche nochmals hochpolirt, auf 
der Rückseite aber nachgeschliffen und geschwärzt wurde. Um 
die Oberflächenschicht nach Môüglichkeit zu beseitigen, wurde die 
Platte wiederholt mit dem Wernicke’schen Gelatineverfahren !) 
behandelt. Indessen gelang es trotz vieler aufgewandter Mühe 
nicht, eine Verschiedenheit in der Ellipticität der auf den beiden 
Plattenhälften reflectirten Wellen sicher zu stellen. Die Erschei- 
nung, die nach dem Vorstehenden gewiB als hôchst wahrscheinlich 
vorhanden betrachtet werden darf, ist jedenfalls so fein, da 
sie von der Wirkung des nicht absolut gleichen Obcrflächenzu- 
standes der beiden Plattenhälften nahezu verdeckt wird; jedes 
Abwischen der Platte' ‘mit einem reinen Leinen veränderte das 
Beobachtungsresultat derartig, daB sichere Schlüsse nicht müglich 


1) W. Wernicke, Wied. Ann. 30, p.461, 1886. 
14* 
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waren, zumal es sich schliefilich um sehr kleine Differenzen gro- 
Ber gemessener Zahlen handelte. Ich sehe demgemäf davon ab, 
die Methode und die Resultate der Messung genauer zu schildern. 


6) Eigenschaften hemimorpher Krystalle des 
rhombischen Systemes. 


In dem Vorstehenden sind ausschliefilich optisch ein axige 
Krystalle von hemimorpher Bildung in Betracht gezogen worden. 
Wenn bei ihnen ein Einfluf der Activität auf die Vorgänge der 
Fortpflanzung von Wellen nur in Gliedern zweiter Ordnung übrig 
blieb, so ist dadurch doch nicht ausgeschlossen, daf stärkere Wir- 
kungen sich in zweiaxigen Krystallen geltend machen. Freilich 
kônnen bei ihnen die Glieder erster Ordnung nur in solche Func- 
tionen multiplicirt auftreten, daB sie beim Uebergang zur Einaxig- 
keit verschwinden; aber diese kônnen doch viele Tausend Mal grôfer 
sein, als die früher vernachlässigten Glieder zweiter Ordnung, 
und bei der grofBen Genauigkeit, deren Beobachtungen über Fort- 
pflanzungsvorgänge fähig sind, beobachtbare Einflüsse üben. Dies 
scheint nun in der That der Fall zu sein, und darum will ich noch 
kurz auf die Theorie activer hemimorpher Krystalle des rhom- 
bischen Systemes (Gruppe 8) eingehen. 

Behalten wir, wie in dem Schema auf $S. 189, die Z-Axe als 
ausgezeichnete Axe bei, so ändert sich das Gleichungssystem (1) 
nur dadurch, daB in der ersten Gleichung c!/e, an Stelle von c,je, 
tritt; analog ist in der zweiten Formel (2) a}, b!, c}, e!, in der 
dritten a;', b,,e,'  einzusetzen; (3) und (4) bleiben ungeändert. 
Bei naturgemäBer Uebertragung der Bezeichnungen (5) und (9) 
tritt demgemäf an die Stelle der Systeme (6), (8) und (10) für 
eine Wellenebene mit den Richtungscosinus «, B, y Folgendes : 


X = A+iuY = —-v(Yy—ZB), 


29) B = B-iuX = —-v(Za—Xy), 
CC — —v(XB— Yo); 
X = Xd—-ivu(Za—Xy), — —v(CB— By), 
80) D FA +ivu(Yy—Z6) = —v(4y-— Ca), 
8 = Z4” — —v(Ba— AB). 


Setzt man in (30) rechts die Werthe 4, B, C aus (29) ein, so 
ergiebt sich 
XA4-ivauZ = »[B(XB—-Ya)—-y(Za—Xy)|, 
81) Yd'—-ivBu'Z = v’[y(Yy—-ZB)-a(XB— Ya)], 
Zd"+iv(Xap+YBu) = v'[a(Za—Xy)—B(Yy-—ZB)]. 
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Dies System bestimmt dié Gesetze der Geschwindigkeiten und der 
Amplituden. Ein mefbarer Einflu8 der Activität ist am ersten 
in der Richtung einer optischen Axe zu erwarten, deshalb wollen 
wir die Formeln zunächst auf die drei Hauptebenen anwenden, 
in denen die optischen Axen liewen kôünnen. 

a) YZ-Ebene (a = 0, B°+7" — 1) 

AAEANV À, 
32) Y(d'—v" y) = —vZB(vy—iu'), 

Z(2'—v 8") = —v YB(vy+iu'). 
Diese Formeln zeigen, da die electrischen Schwingungen parallel 
und normal zur Y Z- Ebene stattfinden; die normale Componente 
hat einen constanten Brechungsindex, derjenige der parallelen be- 
stimmt sich aus der Gleichung 
38) Evry) GP) = (y) 
u' und damit die Wirkung der Activität tritt in dieser ganzen 
Ebene nur in einem Glied zweiter Ordnung auf, das wir als un- 
merklich ansehen müssen. 

Analoges gilt für die ZX-Ebene (8 = 0, y+a« = 1). 

b) X Y-Ebene (y = 0, «+8 = 1). 

X(4— vf") = —-v'aBY+ivauzZ, 
34) Y(d'—v 0) = —v'apX+ivBu'Z, 

Z(d'—v) — —iv(Xau+ YBu'). 
Hier sondert sich die Componente normal zur XY-Ebene nicht ab; 
die Schwingungen sind demgemäf elliptisch. Zu ihrer näheren 
Untersuchung führen wir die transversal schwingenden magneti- 
schen Polarisationen ein nach den Formeln 

À = vZB, B — -vZa, = —-v(XB—-Ya) 

und setzen 
35) vZ=R$, vX = —-CB+Da, vY = Ca+Dp, 
wobei D wiederum mit der sehr kleinen longitudinalen Compo- 
nente der elektrischen Kraft proportional ist. 

Man erhält dann bei Vernachlässigung des Productes aus 9 
und dem w oder w’ in der dritten Gleichung (34) 
C(4d'—-v(4+864')) = ivaBB(A4u'— d'u) 
PB(d"'—v") = —ivapC(u—u). 


Nach ihrer Definition sind im Allgemeinen Z und Z' nur wenig 


36) 
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von einander und von Z” verschieden. Hebt man aus der ersten 
Gleichung einen Factor, der einen mittleren Werth dieser Aus- 
drücke darstellt, heraus, so stellt das System (36) für die Rich- 
tung der optischen Axen, wo 1—%*/4" = 1-w("1+68"4")/ 44" 
ist, die Fortpflanzung zweier circularpolarisirter Wellen 
mit verschiedenen Geschwindigkeiten dar. Dabei pflanzt sich pa- 
rallel der einen Axe die rechts-, parallel der andern Axe die 
linksrotirende Welle mit grôBerer Geschwindigkeit fort. 

Die Theorie signalisirt also eine ganz neue 
und hôüchst merkwürdige Erscheinung. Nach ihr 
drehen rhombische hemimorphe Krystalle, deren 
optische Axen in einer Ebene normal zu der ausge- 
zeichneten Axe liegen, die Polarisationsebene für 
Licht, das sie parallel einer optischen Axe durch- 
setzt, aber den beiden Axen entspricht ein verschie- 
dener Drehungssinn. 

Die Drehung wird allerdings bei durchsichtigen Krystallen 
zumeist gering sein, denn das für sie mafigebende Glied 


raie, Lu GE A 
du = 5(25-252) 


verschwindet mit der Zweiaxigkeit; sie kann aber in selectiv ab- 
sorbirenden Krystallen sehr merkliche GrôBe erhalten, wie ja 
auch Zinnober die gewühnliche Drehung in einer beispiellosen 
Stürke zeigt. 


Resultat. 


Die Uebcrtragung der bei den enantiomorphen Krystallen 
crprobten Thcorie der Activität auf die hemimorphen Formen 
macht das Vorkommen einer Reïhe schr merkwürdiger, bisher 
noch nicht aufgefundener optischer Erscheinungen hôchst wahr- 
scheinlich, die allerdings ausnahmslos viel feiner sind, als die bei 
enantiomorphen Krystallen ohne Anleitung der Theorie aufgefun- 
dene Drehung der Polarisationsebene, aber bei selectiv absorbi- 
renden Kôrpern sich nachwcisen lassen dürften. 


Güttingen im Februar 1908. 


Die Konstruktion des Klassenkôrpers 
für solche algebraische Zahlkôrper, die eine [te 
Einheitswurzel enthalten und derenldealklassen 
eine cyclische Gruppe vom Grade ! bilden. 


Von 
Ph. Furtwängler. 


Vorgelegt von Herrn Hilbert in der Sitzung vom 27. Juni 1903. 


Einleitung. 


Bei der Fortsetzung meiner Untersuchungen über die Reci- 
procitätsgesetze in algebraischen Zahlkôrpern ergab sich die Not- 
wendigkeit, in einem gewissen Umfange den von D. Hilbert auf- 
gestellten Satz über die Klassenkôrper, der von fundamentaler 
Bedeutung für die Theorie der algebraischen Zahlkôrper ist, zu 
beweisen. Dies ist mir bereits von längerer Zeit gelungen, aber 
andere unaufschiebbare Arbeiten haben mich bisher verhindert, 
meine Untersuchungen zu publicieren. 

Ich gebe hier den ersten Teil dieser Untersuchungen, in dem 
über den Grundkôürper k folgende Annahmen gemacht werden: 
soll eine /te Einheitswurzel enthalten, wo / eine ungerade Prim- 
zahl bedeutet; die Klassenzahl von # sei gl, wo g&0 (l) ist, und 
die gten Potenzen aller Klassen sollen eine cyclische Gruppe vom 
Grade !' bilden. Es handelt sich dann darum nachzuweisen, da 
ein unverzweigter relativ-cyclischer Kürper in bezug auf X vom 
Relativgrad !" existiert.  Dieser Nachwcis wird im Folgenden 
vollständig erbracht. Den allgemeineren Fall, daf die genannte 
Gruppe vom Grade ?” nicht cyclisch ist, werde ich in einem zweiten 


1 
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Aufsatze behandeln, der im nächsten Hefte dieser Nachrichten er- 
scheinen wird !). 

Es sei noch erwähnt, da8 Herr F. Bernstein kürzlich eine 
Mitteilung über denselben Gegenstand publiciert hat, zu der ich 
in meinem zweiten Aufsatze einige Bemerkungen gebe *). 


SEE 

Es sei zunächst der Satz angeführt, den ich im Folgenden 
vollständig beweisen werde: 

Satz 1: Æs sei l eine ungerade Primzahl und k bezeichne einen 
algcebraischen Zallkürper, der eine lte Eïinheitswurzel enthält. Ist dann 
die Klassenzuhl von k gleich ql', wo g&O(1) ist, und bilden die qten 
Potenien der Klassen aus k eine cyclische Gruppe vom Grade l', s0 
cxisticrt ein Kürper K, mit folgenden Eïigenschaften : 

1. K, ist ein relativ-Abel’scher Kôrper vom Relativgrad l* in be- 
zug auf k. 

2. K, ist unverzweigt in bezug auf k. 

3. Die Klassenzahl von K, ist zu | prim. 

4. K, enthält alle relativ-Abel’schen unverzwcigten Kôrper in be- 
zug auf k, deren Rclativgrad eine Potenz von List, als Unterkürper 
in sich. 

5. Alle qten Potenzen von Idealen aus k werden in K, Hauptideale. 

6. Die Relativyruppe von K, in bezug auf k ist holoedrisch 1so- 
morph mit der Gruppe, welche die qten Potenzen der Klassen von k 
enthäll. 


1) Dic in Betracht kommende Litteratur ist hauptsächlich folgende: 

D. Iilbert. Ucber die Thcorie der relativ-AbelPschen Zahlkôrper. Nach- 
richten von der Kgl. Gesellschaft der Wiss. zu Gôttingen 1898. [Citiert mit 
nIilbert, Rel.-Abelsche Zablk.“] 

l’h. Furtwünyler. Ucher das Reciprocitätsgesetz der Zten Potenzreste in 
algebraischen Zalhlkürpern, wenn ? cine ungerade Primzahl bedeutet. Abhand- 
lungen der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen. Math.-Phys. Klasse. Neue Folge Bd. 
IT, Nr. 3, 1902. [Citiert mit ,lurtwüängler, Reciprocitätsgesetz“]. (Ein Auszug 
aus dieser Arheit wird demnächst in den Mathematischen Annalen erscheinen). 

D. Hilbert. Ucber die Theorie des relativquadratischen Zahlkôrpers. Math. 
Annalen Bd. 51, 1598. 

D. Iliülbert. Vie Theorie der algebraischen Zahlkôrper. Bericht, cerstattet 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1897. [Citiert mit ,Hulbert, Algcbr. 
Zahlk.®|,. 

Man vergl. auch: 

IT. Weber. Ucber Zahlengruppen in algebraischen Kôrpern. Drei Abhand- 
lungen. Math. Annalen Bd. 48, 49, 50; 1895, 1896, 1897. 

2) Je. Bernstein. Ucber den Klassenkürper cines algchraischen Zahlkôrpers. 
Nachrichten von der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gôüttingen 1903. 


’ 


ÿ 
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Wir werden im Folgenden annehmen, daf q = 1 ist, daf 
also die Klassenzahl von # gleich l' ist. Dies geschieht nur der 
einfachen Ausdrucksweise halber, es bedeutet keine Beschränkung 
in der Gültigkeit des Beweises. Man kann die folgenden Be- 
trachtungen vielmehr fast würtlich auf einen Kôrper k, bei dem 
q => 1 ist, anwenden, wenn man unter einem Ideal immer die gte 
Potenz eines Ideals aus Æ versteht. 


& 2. 

Wir wollen in diesem Paragraphen einen Hülfssatz transcen- 
denter Natur entwickeln, der eine der Hauptstützen der folgenden 
Betrachtungen ist. 

Der Satz lautet: 

Satz 2: Der Kürper k vom Grade m besitze die Klassenzahl ql', 
wo qEO(1) ist, und (CE sei die Untergruppe aller Idcalklassen in k, 
die qte Potenzen von Klassen sind. Ist dann Gr eine Untergruppe 


von (Er vom Grade l und durchläuft wW°® alle Primideale der Klassen 


aus Gn, WT alle Primideale der übrigen Klassen aus Gns 50 liegt 
die Summe : 

1 RP sn e  m E 

) (Ha) % (me) (mt) 2 (w) 


stets unter einer positiven endlichen Grenze, wenn sich s der Grenze 
1 nähert. 

Beweis: Die Untergruppe &,, müge durch folgendes Schema 
dargestellt werden: 


ne fe 0,1..." 
2) Gi — Ce CAPES ER ER EEE es he = h 2, 
dis 01,171 
Ist dann C,,, eine Klasse aus Gn: die nicht zu Gy gehürt, so 
ist die Gruppe (Ce in der Gestallt darstellbar : 
3) (Er me Gr We (as = 0,1,...1— 1). 


Bedeutet nun 7 die Anzahl aller Ideale einer bestimmten Klasse 
C aus Gn deren Normen <t sind, wo { eine reelle positive Grüfe 
bedeutet, so ist bekanntlich ?): 


1) Vergl. Hilbert, Rel.-Abelsche Zahlk. [ülfssatz 5, pg. 390 und Furtwängler, 
Reciprocitätsgesetz $ 9. 

2) Vergl. Hülbert, Algebr. Zahlk. $ 26 und D. Iilbert, Ucber die Theoric 
des relativquadratischen Zablkürpers. Math. Ann, Bd. 51, 1898. $ 22, pg. 53—G0. 
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4) T=imtRt 


wo x eine nur vom Kôrper k und nicht von é abhängende Kon- 
stante und À eine derart von t abhängige GrôBe bedeutet, die für 
unendlich wachsendes { zwischen endlichen Grenzen bleibt. Aus 
(4) folgt leicht, wenn man mit j alle Ideale aus C bezeichnet: 


5) Dm Zrt#/O E>1 


wo die Samme rechts über { — 1, 2,... © zu erstrecken ist 
und mit f(s) eine Funktion der reellen Veränderlichen s bezeichnet 
wird, die für s — 1 gegen eine endliche Grenze convergiert. Ich 
ordne jetzt allen Klassen {te Einheitswurzeln in der Weise zu, 
daB den Klassen C,, C,,...C, der Wert 1 entspricht, der Klasse 
C.., aber eine beliebige von 1 verschiedene [te Einheitswurzel £. 
Die den übrigen Klassen zugeordneten Einheitswurzeln bestimme 
ich gemäB ihrer Zusammensetzung aus den Klassen C,,...C.., 
derart, daB dem Produkt CC, zweiïer Klassen auch das Produkt 
der OC, und C; zugeordneten Einheitswurzeln entspricht. Verstehe 
ich dann unter 6, diejenige Einheitswurzel, die der Klasse zuge- 
ordnet ist, zu der j gehôrt, so gilt offenbar: 


6) 6 = 6,6,6..., wenn j — p:q-1... 


Läft man jetzt j alle Ideale aus den Klassen C, C?,...C" durch- 
laufen, wo C eine beliebige Klasse aus G, bedeutet, die nicht in 
Gy liegt, und bildet : 


7) S — LE LOS se EE 


so bleibt diese Summe, wie man sofort aus (5) erkennt, stets end- 

lich, wenn sich s der Grenze 1 nähert. Das Gleiche gilt dann 

offenbar, wenn man in (7) j alle Ideale aus G, durchlaufen läBt. 
Da andererseits: 


L 
8) ED so — 226 y +f,(s) (= 1,2,...1—1), (51) 


wo j alle Ideale aus G,, und tv alle Primideale aus G,, zu durch- 
laufen hat und f,(s) cine Funktion darstellt, die für s — 1 gegen 
einen cndlichen Grenzwert convergiert, so ist damit die Richtigkeit 
unseres Satzes bewiesen. 
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$ 3. 

Wir setzen vom Kôürper # voraus, da er ein Oberkürper des 
Kreiskôrpers der {ten Einheitswurzeln vom Relativgrade m sei, 
daf die Anzahl seiner Idealklassen gleich l* sei und da die Gruppe 
dieser Klassen cyclisch sei. Das System der Klassen ist dann in 
der Form: 

1) Cle) ddl 1) 
darstellbar, wo C eine geeignete Idealklasse aus 4 bedeutet. 

Es sei r ein Ideal aus C und 

2) = (0), 
wo @ eine ganze Zahl aus # bedeutet. Ist dann &,,6,,...6,, ein 
volles System von Grundeinheiten für # und versteht man unter 
&. eine in # liegende Einheitswurzel, deren {te Wurzel nicht in 
k liegt, und setzt endlich: 

3) 12 00: 
so läft sich jede Zahl in k, die Zte Potenz eines Ideals ist, in der 
Form darstellen: 


T1 22 %w 41 | 
4) brise © 
WO &,,%,,...4,,, gewühnliche ganze Zahlen und « eine Zahl 


aus k bedeutet. 
Man bestimme jetzt m'+1 Primideale q derart, daf: 
5) (£) +1 (24 io 2e nil) 
und wähle darauf die Exponenten w,,...w,:,, so, daB: 


6) Q: mt = (x), Re at Qu! +1 Limit = (CA H) 


Hauptideale in £ werden. 
Wir betrachten jetzt alle Zahlen von folgender Gestalt : 


7) Be. Me Ms (ao — 0,1,...7—1), 
wo die v der Bedingung 
8) v, w, + LA w, ue Cu” Ont +1 VW +1 = 0 (0) 


genügen sollen, damit das Ideal r in den Zahlen des Systems nur 
in einer Potenz, deren Exponent durch ! teilbar ist, vorkommt. 
Das System (7) enthält mindestens "+! verschiedene Zahlen. 

Wir nennen jetzt zwei Zahlen «, 8 aus X nach D. Hilbert 
von gleicher Art, wenn eine Congruenz 


1) Rel, Abel’sche Zahlk. pg. 882. 
14%x 
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9) « = By(L) 
besteht, wo y eine Zahl aus # bedeutet und [ — (1 — 6) ist. 

Die primären Zahlen, die der /ten Potenz einer Zahl aus k 
nach l congruent sind, bilden für sich eine Art, 

Es folgt nun leicht aus den Betrachtungen, die der Schluf 
des $ 8 meiner Preisarbeit ‘) enthält, daB es genau l" verschiedene 
Arten giebt. Es sei dies kurz in folgender Weïise ausgeführt. 

Bedeutet «, ein System von Zahlen, das die sämtlichen Arten 
repräsentiert, und B, ein volles Restsystem von ganzen, zu | primen 
nach [ incongruenten Zahlen, so bildet «, 8, ein volles Restsystem 
der zu Î{ primen nach l' incongruenten Zahlen. Denn ist « eine 
beliebige ganze Zahl aus #, so gilt zunächst eine Congruenz: 


a = a, 8 (1), 


wo B eine ganze Zahl aus # bedeutet. Genügt diese der Con- 
gruenz: 


B = B, (1), 
so ist auch 
B'= B, (l), 
folglich 
« = a, (!. 


Wäre andererseits : 


à; B, = B; (D, 
so müfte zunächst à — + sein, also auch 
B, = By () 
B, = B, (D, also 4 = !. 
Da nun das System a, f, im ganzen (l) Zahlen enthält und 
das System B, (l) Zahlen, so muB das System a, N({7*) — [?”" 


Zahlen enthalten. Aus dem Bewiesenen folgt, da in (2) sicher 
2 Zahlen derselben Art w, und w, enthalten sind, so daB die Zahl 


1=1 


und daher auch 


© — &©,&, eine primäre Zahl von der Gestalt : 
10) De EE de CEE ON ni à 


ist, bei der die Exponenten «, v nicht sämtlich Null sind; « be- 
deutet eine Zahl aus 4. 

Wir betrachten jetzt den Kôrper Æ(Vo,k). Ist in (10) 
= 0, = :::04y = 0, 80 ist À in bezug auf À unverzweigt. 


1) Furtwängler, Reciprocitätsgesetz pg. 80—31, 


14#x 
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Es wird die Aufgabe der nächsten Paragraphen sein nachzuweisen, 
daf die gegenteilige Annahme falsch ist. 


8 4. 


Wir zeigen in diesem Paragraphen, da8 die durch die Formel 
(10) des vorigen Paragraphen gegebenen primären Zahlen die fol- 
gende charakteristische Eigenschaft haben: Ist p ein Primideal aus 
k und (e 

p 


einer Klasse ist !). 
Es sei also jetzt die primäre Zahl © von der Gestalt: 


| = 1, so gehôrt p einer Klasse in k an, die [te Potenz 


+ ui Um/+1, V1 Un! +1 
1) Du 6, ..... Bart Rte LM 
gegeben und es môügen v;,,...v;, von Null verschieden sein. Es 


sei ferner l'” der niedrigste Exponent, für den in Æ(Vw,k) die 
Aequivalenz 


2) oi 


gilt. Die Zahl f kann dann nur die beiden Werte 0 und 1 haben, 
denn es gilt in X sicher die Aequivalenz: 


rl 


und andererseïts folgt aus der Aequivalenz (2) in Æ die Aequi- 
valenz 
DR LINE 


Ist f — 1, so werden die Ideale aus C”” in K Hauptideale ; 
ist f — 0, so ist dies nicht der Fall. 

Wir beweisen nun zunächst folgenden Satz ?): 

Satz 3: Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Küôrpers K 
gleich l‘ und machen die süämmitlichen Eïinheiten in k, die Relativnormen 
von Eïnheiten in K sind, l* Eïnheitenverbände aus, so gilt, wenn. 
wir die Anzahl aller ambigen Complexe, die aus ambigen Idealen ent- 
springen, mit l” bezeichnen, für a* die Ungleichung: 


3) tome lt (m = Et) 
Die Zahl f ist dadurch bestimmt, dal 1’ der niedrigste Exponent 
ist, für den in K die Grundklasse C von k die Aequivalenz 
a À 
befriedigt. 
1) Vergl. hierzu D. Hilbert, Rel. Abel’sche Zahlk. $ 10 und 11. 


2) Vergl. D. Hilbert, Rel. quadr. Zahlk. 8 15 und Ph. Furtwängler, Reci- 
procitätsges. $ 5, Satz 19. 
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Beweis: Bezeichnet man mit H,,...H,, ein System relativer 
Grundeinheiten von Æ in bezug auf £ und mit ,,...,, ihre Re- 
lativnormen in #, so ist jede Einheïit & in k, die Relativnorm einer 
Einheit in # ist, in der Form darstellbar: 


"1 


oser nr Ë, 
wo Ë eine Einheit aus #4!) und 7,,...r,, irgendwelche Zahlen 
0,1,...1—1 bedeuten. 

D: nun zusammen | * Einhottenyerbände, die Relativnormen von 
Einheiten aus À enthalten, existieren, so muB man unter den Ein- 
heiten 7,,...1,; v*auswählen kônnen, etwa 7,,",,...n,, so daf jede 
Einheit e in #, die Relativnorm einer Eïinheit in Æ ist, sich ein- 
deutig in die Gestalt bringen läft: 


4) E — AE Ra (rs. = 0,1,...1—1). 
Wendet man dies auf die Einheiten m,(t — v*+1,...9n’) an, 
so ergiebt sich: 
B) n, = n.. Lie (EP) — pt 1. #7) 


wo Ë® eine Einheit aus X ist und die Exponenten bestimmte Werte 
0,1,...7/—1 haben. Daraus folgt, daf die #'—v* Ausdrücke: 


Bee HA HE TS RE) (oo 1100m) 
Einheiten in Æ mit der Relativnorm 1 sind und daB man deshalb ?) 
7) HAN” 
setzen kann, wo M, eine ganze Zahl aus X bedeutet und S$ die 
Substitution bezeichnet, bei der Vo in £Ÿœ übergeht. Die Ideale 


(M) und (M) = (Væ) sind dann mit ihren relativconjugierten 
Idealen identisch und darum Produkte aus den ambigen Prim- 


€ —= 7 


idealen in ÆX, die wir mit ®,,...®, bezeichnen, und Idealen aus #: 
(M) = Dh DM, 
8) (M) = DA... DÉS (i = v*+1,...m!) 
Es ist nun zu untersuchen, ob eine Betas 
9 (MM 4) #1... (M) = 
bestehen kann, wo die Exponenten b,b,,,,...b, irgendwelche 


1) Im allgemeinen kann man nur bchaupten, daB dic {te Potenz von & in 
k liegt. Infolge unserer Annahme, da8 w kein Produkt aus einer Linheit mit der 
lten Potenz einer Zahl aus % ist, muB £ selbst in k liegen. 

2) Hilbert, Algebr. Zablk. Satz 90, pg. 272. 
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Werte 0,1,...7—1 haben, die nicht sämmtlich Null sind, und j* 
ein Ideal aus # ist. 

Ist f —= 0, so ist j* in À Haupideal; ist f — 1, s0 ist j* in 
k ein Hauptideal. Im Falle f — 0 würde daher aus (9) folgen: 


LEE ES be e 
10) M Mt... .M = E 


wo à eine ganze Zahl aus À und E eine Einheit aus Æ ist. 
Potenziert man (10) symbolisch mit (1—S), so ergiebt sich: 


11) (ns sat +1, É (EH ÿ» _—_ Eu? 


und hieraus schlieft man leicht mit Hilfe der fundamentalen Eigen- 
schaft des Systems relativer Grundeinheiten, daB b — b»,, — b,, — 0 
sein mu, wenn man noch beachtet, daB & nicht das Produkt aus 
einer Einheit mit der {ten Potenz einer Zahl aus & ist. Es kann 
daher im Falle f — O keine Relation (9) bestehen. Im Falle 
f — 1 kann eine Relation (9) bestehen; es kann aber sicher keine 
zwei voneinander unabhängige Relationen von der Art (9) geben; 
denn aus ihnen künnte man eine Relation von der Art (9) ableiten, 
in der auf der rechten Seite ein Hauptideal aus 4 stände. Das 
würde genau so, wie eben gezeigt ist, zu einem Widerspruch führen. 
Im Falle f — 1 existiert daher hüchstens eine Relation (9). 
Damit ist die Richtigkeit der Ungleichung (3) erwiesen. 

Die Ungleichung (3) gilt auch in dem Falle, daf © eine Ein- 
heit aus ist. Denn in diesem Falle sind die Einheiten ©,7,,...%, 
Relativnormen von Einheiten in Æ und wir kôünnen als die Ein- 
heiten, welche die v* linearen unabhängigen Einheitenverbände re- 
präsentieren, etwa %,,...7,x ,, © Wählen. Dadurch, dafi man die 
übrigen »'—v*+1 Einheiten »,,...n,, durch diese ausdrückt, ge- 
langt man dann zu »#'—v*+1 Relationen von der Art (8). Da 
wieder hôchstens f Relationen (9) existieren künnen, gilt auch jetzt 
Ungleichung (3). 

Um den Wert von «* genau zu ermitteln, brauchen wir noch 
folgenden Satz: 


Satz 4: Jede Einheit & in k, die den Bedingungen : 


mn (= (9-n.(9-s 


genügt, ist Relativnorm einer Eïinheit in K. 
Beweis: Zunächst ist klar, da jede Einheit in +, die Re- 


lativnorm einer Einheit aus X ist, die Bedingungen (12) befriedigt. 
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Im Falle f — 1 kann nun unter den Indices 2 die Zahl #°+1 
© 
m'+1 
was gegen die Definition von q,,, verstôBt. Im Falle f — 1 kann 
man nämlich setzen: 


nicht vorkommen; denn es würde sich sonst ( ) — 1 ergeben, 


dr-1 

rt 
wo Peine ganze Zahl aus 4 bedeutet. Bezeichnet man Relativ- 
normen von Zahlen aus Æ in bezug auf 4 durch N,, so folgt: 


À, (P) = 6,0, 
wo &, eine Einheit aus # bedeutet. Aus der letzten Gleichung 
würde endlich folgen !): 


1 en 2 (&) 2 (), 
Q'+1 Qu'+1 Qu! +1 
was unmôglich ist. 

Aus dem Vorstehenden folgt, da im Falle f — 1 hôchstens 
m'—t, im Falle f — 0 hôchstens m'—4{+1 unabhängige Einheiten- 
verbände von solchen Einheiten existieren, die Relativnormen von 
Einheiten in X sind, was wir in die Ungleichung zusammenfassen 
kônnen: 

13) = m-t+1—f. 
Nun folgt aus Ungleichung (3), da a* = 0 ist, 


WZ>m—t+1—f. 
Es ergiebt sich also: 
14) où = m'—t+1—f. 
Damit ist unser Satz bewiesen. 

Gleichzeitig ergiebt sich, da a* — O ist, d. h. daB der ein- 
zige ambige Complex in X der Hauptcomplex ist. 

AuBerdem schlieft man aus (14), daf im Falle f — O0 das 
Primideal q,,, notwendig in der Relativdiseriminante von X auf- 
gehen muf. 

Satz 5: Ist 3 ein Ideal aus K und j ein Ideal aus k, so folgt 
aus der Aequivalenz 

LE Lam MN j 


R) UN à , 

wo j, chenfalls ein Ideal aus k bedeutet. 
Beweis: Aus 3°; folgt j — 1 in # und daher im Falle 
f—= 1 31. Im Falle f — 0 mul j in À Hauptideal sein; 
dann wäre dies nicht der Fall, so kônnte man einen Exponenten 


immer die andere 


1) Vergl. Furtwängler, Reciprocitätsgesetz Satz 15, pg. 16. 
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b+O(?) bestimmen, so da jt’ Hauptideal in 4 würde. Es wäre 
dann 

Se v MN 1, 
also 3%°1t° — (B), wo B eine Zahl aus Æ bedeutet. Daraus würde 
wieder in analoger Weise wie bei dem Beweise von Satz 4 folgen, 


das e — List, was unmôglich ist. Es ist daher in jedem 


Qui 
Falle : 
15) gt" = (A), 
wo À eine ganze Zahl aus X bedeutet. Die Relativnorm von A: 


N(A) = "E 
ist dann eine Eïnheit in #, welche die Bedingungen (12) des Satzes 
4 erfüllt. Bedeutet daher E eine geeignete Einheit aus Æ, so 
kann man setzen: 
NE) = 1, 
und daher: 
AE = 4, 
wo A eine ganze Zahl aus ÆÀ bedeutet. Aus (15) ergiebt sich 
dann 
(47) = SA”), 
also wegen a* — 0 S—<;j,, wenn j, ein geeignetes Ideal aus # 
bezeichnet. 
Satz 6: Æs giebt für jedes Ideal S$ in K einen nicht durch l 
teilbaren Exponenten q,, so daff S% cinem Ideal in k äquivalent wird. 
Beweis: Es giebt stets einen Exponenten b, so daf 


Ga A © 1 
wird, wo q, eine geeignete nicht durch / teilbare ganze Zahl be- 


zeichnet. Die Richtigkeit unserer Behauptung folgt dann aus Satz 5. 
Satz 7: Ist p ein Primideal in k, das die Bedingung: 


erfüllt, so gchôrt ÿ einer Klasse in k an, die lle Potenz einer Klasse 
in k ist. 
Beweis: Da (2 — list, wird p in X zerlegbar'): 
RER CPE CPP Cia 
Pr ist dann nach Satz 6 einem Ideal j in & äquivalent: 
Bai, 
1) Furtwängler, Reciprocitätsgesetz Satz G, pg. 7. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Ioft 4. 15 
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folglich auch: 
Sri... STBnoi 
und daher 
pr Ÿ, 

was zu beweisen war. 

Mit Hülfe des Satzes 7 und des Satzes 2 wird es jetzt müg- 
lich, nachzuweisen, daf der Kürper X unverzwcigt in bezug auf 
k ist, was im nächsten Paragraphen geschehen soll. 


$ 5. 
Wir bestimmen ein von dem System der Primideale q ver- 
schiedenes System von Primidealen q,...q,, das auch die Be- 


dingungen (5) in $ 3 erfüllt und führen dann in bezug auf das 
System der q’ dieselben Entwickelungen durch, die wir eben in 
bezug auf das System der q ausgeführt haben. Wir gelangen da- 
durch zu einer primären Zahl w'; definiert diese einen unver- 
zweigten Kürper Æ (Vw', k), so ist die Existenz eines unverzweigten 
Kürpers bewiesen. Wir nehmen daher an, daf der Kürper X(Vw/, k) 
verzweigt in bezug auf k sei. Aus Satz 7 folgt dann, da alle 


Primideale p aus 4 mit der Eigenschaft HE) — 1 einer Klasse in 


k angehüren, die {te Potenz einer Klasse ist. 
Ich bezeichne nun alle Primideale aus Æ für die 


CEE 


mit p, und diejenigen, für die 


Got GE) tmp. 
Es gilt dann: 


1 1 1 
CLICS Er es SAC PE ER 
(Pwur) 7 (Pau) rar a mL x 
1 1 21—1 1 
DER US PUmO) een ei 00 


Hier bedeuten /f.(s) und f,(s) ebenso wie im Folgenden die 
Funktionen f(s) solche Funktionen der reellen Veränderlichen s, 
die stets zwischen cendlichen (Grenzen bleiben, wenn sich s der 
Grenze 1 nähert. 
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Bezeichnet man nun alle Primideale, die zu einer Klasse C? 
gehôüren, 
mit p*, wenn b = O() 
mit p?, wenn b & O(), 
so folgt, da alle Primideale p, und p,,, verschieden sind und zu 
den Primidealen p* gehôüren, wie aus Satz 7 folgt: 


1 21—1 1 
0 D) 


da ferner: 


1 1 
Aro br © ler +R 0) GED 


so ergiebt sich durch Subtraktion aus (2) und (3): 


1 ({— 1) 1 
4) »2 n(pTy = E log = +A(s) (s>1). 
Demnach wäre: 
1 1 ES à 1 
at 1. RME ee 
El 


Die letzte Gleichung widerspricht dem Satz 2 und der Wider- 
spruch fällt nur dann fort, wenn wir annehmen, daf der Kürper 
K (Vo, k) oder Æ(Vw', #) unverzweigt in bezug auf & ist. 
Hiermit ist nachgewiesen, da unter den angegebenen Voraus- 
setzungen sicher ein unverzweigter Kôrper Æ in bezug auf k existiert. 


$ 6. 

Wir wollen zunächst noch einige Eigenschaften dieses Kôürpers 
K kennen lernen, die wir im folgenden Satze zusammenfassen : 

Satz 8: Die Klassenzahl von K ist gleich q, 1", wo q, +O0(D) ist, 
und die Gruppe der 4 ten Potenzen der Klassen von K ist cyclisch. 
Alle Ideale der Klassen C° in k, wenn b=0("*), werden in K 
Hauptideale. 

Beweis: DaB alle Ideale aus den Klassen C° in k, wenn 
b=0(!"") ist, in À Hauptideale werden, folgt aus der früheren 
Bemerkung, daB im Falle f — O0 das Primideal q,,, in der Re- 
lativdiscriminante von Æ aufgehen müfite; es ist also f — 1, was 
mit der eben ausgesprochenen Behauptung identisch ist. Es sei 
nun ©, dicjenige Klasse in X, in die das Ideal v aus Æ übergeht; 
dann gilt, wie eben gezeigt, 


Ferner ist: 


15* 
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weil andernfalls die Aequivalenz 
| RE EU à 
in 4 gelten müfte. 
Das System von Klassen 


CM 0.) 


stellt daher ?’ verschiedene Klassen dar und es ist leicht zu 
zeigen, daf die q,te Potenz jedes Ideals in X einer dieser Klassen 
angehôrt. Es sei nämlich 3 ein beliebiges Ideal aus Æ. Dann 
gilt nach Satz 6 
Su MN j 
wo j ein Ideal aus # bedeutet. Ist dann 
irvr, 
so gehôrt $% zur Klasse C'. 
Wir schliefen hier noch folgenden Satz an, der leicht aus 
Satz 2 folgt: 
Satz 9: Es existiert in bezug auf den Kôrper k nur cin unver- 
zweigter Kürper vom Relativgrad 1. 
Beweis: Angenommen, es existierte aufer dem Kôrper 
K(Vo,k) noch ein zweïiter unverzweigter Kürper Æ(Vw',k) in 
bezug auf 4. Es würde dann aus Satz 7 folgen, da sowohl alle 


Primideale, für die (® — List, als auch diejenigen, für die 
(F — list, einer Klasse in # angehôrten, die {te Potenz einer 


Klasse in # ist. Man kommt dann genau wie im $ 5 zu einem 
Widerspruch mit Satz 2. 


8 7. 


Wir kônnen jetzt den Klassenkôrper von 4 konstruieren und 
seine in Satz 1 aufgezählten Eigenschaften beweisen. 

Im Falle  — 1 ist bereits X(Vo, k) der gewünschte Klassen- 
kôürper. Ist k=—1, so kôünnen wir mit dem Kürper À — K, genau 
so operieren, Wie wir es in den vorigen Paragraphen mit dem 
Kôrper k gethan haben. Wir erhalten dadurch eine primäre Zahl 
œ® in X,, die einen relativ-cyclischen unverzweigten Kôrper 
K, (Vo, K,) in bezug auf K, definiert, dessen Klassenzahl gleich 
list, wo &WÆEU(L) ist. Diesen ProceB künnen wir fortsetzen, 
bis wir einen in bezug auf À unverzweigten Kürper K, vom Re- 
lativgrad l” erhalten. 

X, ist dann der gesuchte Klassenkürper von k, der die in 
Satz 1 aufgezählten Eigenschaften hat. 
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Er ist unverzweigt in bezug auf # und seine Klassenzahl ist 
zu | prim; alle Ideale aus X werden in XÆ, Hauptideale. Um 
nachzuweïisen, da8 X, in bezug auf k relativ cyclisch ist, zeigen 
wir dies zunächst für den Kôürper X, Der Kôrper K, wird er- 
zeugt durch Adjunktion vo Vo® zu X,, wo &° eine primäre Zahl 
aus À, bedeutet. Die Zahl So ist dann ebenfalls primär in X, 
und der durch Adjanktion von VSo® zu K, erzeugte Kürper un- 
verzweigt in bezug auf X,; er ist daher identisch mit Æ,, weil 
nur ein unverzweigter Kürper vom Relativgrad ! in bezug auf 
K, existiert. Hieraus folgt, daf X, ein relativ Galois’scher Kürper 
und auch, wie leicht einzusehen ist, ein relativ Abel'scher Kôrper 
in bezug auf # ist. Wäre er nicht relativ-cyclisch, so müfte die 
Relativgruppe von X, in bezug auf # offenbar zwei verschiedene 
Untergruppen vom Grade ? enthalten und infolgedessen müBten 
auch zwei verschiedene unverzweigte Kôrper vom Relativgrad ! 
in bezug auf k existieren, was als unmôüglich nachgewiesen ist; 
K, ist daher relativ-cyclisch in bezug auf 4. Durch Fortsetzung 
des Verfahrens erkennt man leicht, daf dasselbe von X, gilt. 

K, enthält alle relativ-Abel’schen unverzweigten Kôrper, deren 
Relativgrad eine Potenz von list. Dennist K} ein solcher Kürper 
vom Relativgrad l", so kann zunächst nicht k! —h sein, weil sonst 
K,, die ganze Reïhe von Kôrpern K,, K,,...K, enthalten müfte, wie 
leicht aus Satz 9 folgt. Es müfte dann in bezug auf X, ein unver- 
zweigter Kürper vom Relativgrad / existieren, was nicht môglich 
ist!) Ist '<h, so ist X}, mit K, identisch, weil nach Satz 9 
K,, die ganze Reïhe von Kôrpern K,,X,,...K,, enthalten muf. 

Wir haben damit in dem betrachteten Falle, da8 die Klassen- 
gruppe von # cyclisch ist, durch analoge Entwickelungen, wie sie 
D. Hilbert für ! — 2 durchgefühbrt hat, den Satz 1 vollständig 
bewiesen. Den wesentlich schwierigeren Fall, daB die Gruppe der 
Klassen von # mehrere Grundklassen enthält, deren Exponent 
durch Z teilbar ist, werden wir in einer im nächsten Hefte er- 
scheinenden Arbeit behandeln. 

Die vorstehenden Entwickelungen gelten auch für den Fall 
1 — 2, wenn der Grundkürper À und seine conjugierten Kürper 
imaginär sind. 


1) Furtwängler, Reciprocitätsgesetz Satz 24, pg. 28. 


Untersuchungen aus dem Universitäts- 
laboratorium zu Gôttingen. XII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Juli 1903. 


I. Ueber die Umwandlung cyclischer Ketone in Basen 
stickstoffhaltiger Ringsysteme. 


1. Pyrazole aus cyclischen Ketonen. 


Wir verdanken Claisen den Nachweis, daB die von ïhm ent- 
deckten Oxymethylenketone mit Phenylhydrazin ganz ähnlich rea- 
gieren wie 1.3 Diketone (Ann. d. Ch. 278, 261, 274) und daf 
man auf diesem Wege leicht zu Phenylpyrazolen gelangen kann. 
So entsteht aus Oxymethylenaceton und Phenylhydrazin das Me- 
thylphenylpyrazol. 

Ferner hat Knorr (Ann. d. Chem. 279, 217) aus Oxyme- 
thylenaceton und Hydrazin das entsprechende nicht phenylirte 
Methylpyrazol dargestellt. 

Auch aus dem Campher hat Claisen durch Umsetzung von 
dessen Oxymethylenderivat mit Phenylhydrazin ein lhenylpyrazol 
gewinnen künnen. Im übrigen sind Pyrazole aus cyclischen Ke- 
tonen noch nicht aufgebaut worden und die im stickstoff- 
haltigen Ring nicht substituirten einfachsten Pyrazole mehr- 
gliedriger Ringsysteme sind bisher überhaupt noch nicht bekannt. 
In Gemeinschaft mit Herrn Adolf Steindorff habe ich nun 
eine grüfiere Rcihe dieser auch für die chemische Systematik nicht 
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uninteressanten Verbindungen hergestellt und zwar gelang es auf 
folgendem sehr einfachem Wege an fünf-, sechs- und sieben- 
gliedrige Koblenstoffringe den einfachen Pyrazolring anzugliedern. 

Die cyclischen Oxymethylenketone reagieren, wie wir fanden, 
sehr leicht mit essigsaurer Semicarbazidlüsung, wobei in erster 
Linie wohl immer das Ketonsauerstoffatom in Reaction tritt. 

Für das Oxymethylenpentanon z. B. würde die erste Phase 
der Reaction in folgender Weise verlaufen kônnen: 


CH:i—CO 
” 
CH +H N.NHCO NH — 
N 
CH:— C : CH (0H) 
CH—C:N.NH CO NH 
H:0 + CH 
x 
CH:—C : CH (OH). 


Diese Semicarbazone haben sich auch in einigen Füällen iso- 
liren lassen (z. B. beim Campher, Menthon, Bihydrocarvon, Iso- 
thujon, Thujamenthon. Meist spalten aber diese Verbindungen in- 
tramolekular sofort noch 1 Mol. Wasser ab und es entstehen 
Verbindungen vom Typus: 


CH:—C ‘ N 
we 
CE | N.CO NH 
a 0 
CH-b: CH. 


Wo diese Condensationsproducte nicht freiwillig entstehen, 
wird die zweite Wasserabspaltung durch Zusatz von etwas Mi- 
neralsäure leicht cingeleitet. 

Kocht man jedoch die letzterwähnten Verbindungen mit 
verdünnter Mineralsäure, so erleiden sie hydrolytische Spaltung 
und zerfallen dabei in freics Pyrazol, Kohlensäure und Ammoniak, 
genau in derselben Weise, wie das zuerst von Posner (Ber. d. 
Ges. 34, 3973) bei den auf analogem Wege gewonnenen Conden- 
sationsproducten von 1.3 Diketonen mit Semicarbazid beobachtet 
worden ist. Für das obige Bcispicl würde sich also die Reaction 
so gestalten : 


17 
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CH—C : N 
A 
CH | N.CO NH: + H20 — 
Ne A 
CH:2—C : CH 
CH—C:N 
A 
ÉB NH + CO: + NHs 
4 
CE—C : CH. 


Es ist natürlich auch môglich nach dem Vorgang von Knorr 
durch directe Umsetzung der Oxymethylenverbindungen cyclischer 
Ketone mit freiem Hydrazin zu denselben Verbindungen zu ge- 
langen. Die bei dieser Umsetzung entstehenden Basen sind aber 
in den meisten Fällen viel weniger leicht in reinem Zustand heraus 
zu arbeiten, als wenn man zu ibrer Gewinnung den erwähnten 
Umweg einschlägt. 

Ferner hat sich gezeigt, daf die bei der Reaction mit Semi- 
carbazid entstehenden Carbamid-Derivate der Pyrazole wegen ihrer 
Schwerlôslichkeit und Krystallisationsfähigkeit zur Erkennung der 
Anwesenheit von Oxymethylenverbindungen und also auch zu deren 
Charakteristik ganz vorzüglich geeignet sind. 

Von den für die Reaction zur Verwendung gelangenden Oxy- 
methylenverbindungen waren eine ganze Reïhe bis dahin noch 
nicht dargestellt worden. Für ihre Gewinnung kam die vor- 
treffliche Claisen’sche Vorschrift zur Anwendung. Bei den sub- 
stituirten Ringketonen ist die Stelle, an welcher das Oxymethylen 
in das Molckül eingreift, zum Theil noch unbestimmt. Bei der 
Umsetzung derselben mit Semicarbazid hätte man das Auftreten 
von Isomeren erwarten kônnen. Auch soll nicht behauptet werden, 
da sich solche nicht werden auffinden lassen. Im Wesentlichen 
erwiesen sich aber die bis jetzt untersuchten directen Reactions- 
producte als einbeiïtlich. 

Wobhl aber wurde eine andere Beobachtung gemacht, welche 
zeigte, daB innerhalb des Pyrazolringes Isomerisationen sich voll- 
ziehen künnen. In einigen der Füälle, wo Semicarbazid unter Aus- 
tritt von nur einem Molekül Wasser mit der Oxymethylenver- 
bindung direct reagirt hatte und die Abspaltung des zweiten 
Moleküls Wasser durch verdünnte Schwefelsäure erst eingeleitet 
werden muBte, wurde zuerst beobachtet, da das unter Austritt 
von 2 Mol. Wasser entstandene, gut krystallisirte Pyrazolderivat 


1 à 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Güttingen. XIL 9291 


einen doppelten Schmelzpunkt zeigte. Die Verbindung 
schmolz verhältnifmäfig niedrig, erstarrte dann wieder und schmolz 
nun erheblich hüher und behielt diesen hohen Schmelzpunkt auch 
nach dem Umkrystallisiren bei. Beim Erhitzen über den ersten 
Schmelzpunkt vollzieht sich also eine Isomerisation (vielleicht 
Bindungsverschiebung im Pyrazolring) und eine ursprünglich ent- 
standene labile Verbindung geht in eine stabile Modification 
über. Bei der Spaltung mit Säuren kommt man aus beiden ver- 
schieden schmelzenden Semicarbazonen immer zu derselben Pyra- 
zolbase. 

Es ist nun sehr wahrscheinlich, daB die cyclischen Semi- 
carbazone dieser Art in allen Fällen in zwei Modificationen 
existiren künnen. Nur entzieht sich die Existenz von Isomeren 
mit verschiedenem Schmelzpunkt bei der üblichen Bestimmungsart 
des Schmelzpunkts leicht der Beobachtung, da beim Erwärmen 
die niedrig schmelzende Modification manchmal schon unterhalb 
ihres Schmelzpunkts ganz allmählich in die hôher schmelzende 
übergeht und man daher schliefilich nur einen Schmelzpunkt — 
den hôüchst liegenden — ablesen kann. Die Doppelschmelzbarkeit 
lie sich dann aber (wenigstens in den Beïspielen, die darauf hin 
untersucht wurden) in anderer Weïse constatiren. Für das cy- 
clische Semicarbazon aus Oxymethylensuberon z. B. findet man 
nach der gewôbhnlichen Bestimmungsmethode den Schmelzpunkt 
bei 181—183° Taucht man aber das gefüllte Schmelzpunkts- 
rührchen direct (ohne die Substanz langsam anzuwärmen) in ein 
auf etwa 160° erwärmtes Bad, so sieht man, wie die Substanz 
plôtzlich zusammenschmilzt, aber auch momentan wieder erstarrt 
und dann beim weiteren Erhitzen des Bades erst bei 181—183° 
wieder schmilzt. Andere Verbindungen desselben Typus, bei 
denen anfangs nur ein Schmelzpunkt beobachtet worden war, ver- 
hielten sich bei näherer Prüfung ganz ähnlich. 

Was die Isomerisirbarkeit der Semicarbazone beim Schmelzen 
anbelangt, so ist auch an die früheren Beobachtungen von Mark- 
wald (Ber. 25, 3098; 32%, 1083) und von Busch (Ber. 34, 320; 
36, 1362) zu erinnern. Für den vorliegenden Fall muf es noch 
dahin gestellt bleiben, ob die bei unseren Pyrazolderivaten beob- 
achteten Isomerien auf eine Verschiebung der Carbamidgruppe 
zurückzuführen ist und ob die Doppelbindungen im Pyrazolring 
nicht anders vertheilt sind, als es in den obigen Formeln ange- 
nommen wurde. 
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Die bei den cyclischen Ketonen gemachten günstigen Erfah- 
rungen veranlassten, die angegebene Reactionsfolge auch auf die 
gewühnlichen Ketone zu übertragen. Als zu dem Zweck das 
Aceton selbst als einfachste Verbindung zum Ausgangsmaterial 
gewählt wurde, wurde nun eine Beobachtung gemacht, deren 
weitere Verfolgung nicht ohne theoretisches Interesse sein dürfte. 

Das nach Claisens Vorschrift dargestellte Oxymethylen- 
aceton-Natrium wurde nach sorgfältigem Auswaschen mit Aether 
getrocknet, im Wasser gelôst und mit essigsaurer Semicarbazid- 
lôsung versetzt. Schon nach kurzer Zeit beginnt die Ausscheidung 
eines Niederschlages, der nach längerem Stehen abfiltrirt und aus 
heifem Wasser umkrystallisirt wurde. Die Verbindung zersetzt 
sich beim Erhitzen oberhalb 230° und erwies sich bei der Analyse 
ganz unerwartetermafen als ein Bisemicarbazon der Zu- 
sammensetzung C6 H11 Ne O2, das also durch Einwirkung von 2 Mol. 
Semicarbazid auf die Oxymethylenverbindung unter Austritt von 
2 Mol. Wasser entstanden war. Mithin hatte das Oxymethylen- 
aceton wie ein Aldehyd-Keton reagirt, im Sinne der 
Gleichung : 


CH: CO CH: COH + 2H N. NH CO NH> = 2H20 
+ CH: CN. NH CO NH:) CH: CH : N NH CO NH 


oder es war in bisher noch nicht beobachteter Weise Hydroxyl 
mit dem Semicarbazid in folgender Art in Reaction getreten: 


CHs CO CE : CH (OH) + 2H2 N. NH CO NH: — 2H:0 
+ CH C(:N. NH CO NH). CH: CH N. NH CO NH. 


Welche der beiden Müglichkeïiten zutrifft, ist noch nicht ent- 
schieden worden. Bemcrkenswerth ist aber, daB wenn man das 
Bisemicarbazid mit Süure kocht auch ganz glatt ein Pyrazol, also 
in diesem Fall das bei 240° siedende Methylpyrazol, CaHe N, 
entsteht. Offenbar wird unter dicsen Bedingungen also die eine 
Semicarbazidgruppe abgespalten und dann vollzieht sich Ring- 
schliefung und Abspaltung von CO: und NHs ganz in dem oben 
besprochenen Sinne. 

Ob noch andere Ketone mit kettenfürmiger Anordnung sich 
chenso verhalten wic das Aceton soll noch geprüft werden. 
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I. Pyrazole aus Pentanonen. 


1. Die noch nicht bekannte Oxymethylenverbindung 
des Pentanon 


CH . CH 
CH. C:CH(OH) 


siedet unter 40 mm bei 80—110° und erstarrt sehr schnell. Schmelz- 
punkt 72—73° unter vorhergehender Erweichung. Auch eine ganz 
concentrirte essigsaure Lôüsung giebt selbst bei mehrstündigem 
Stehen mit Semicarbazid keine Fällung. Die Umsetzung tritt 
aber schnell ein, wenn man der Flüssigkeit einige Tropfen con- 
centrirter Schwefelsäure zusetzt. Es beginnt dann bald die Aus- 
scheidung von Krystallen, die nach dem Umkrystallisiren aus 
Alkohol bei 175—177° schmelzen und die Zusammensetzung Cr Ho N30 
aufweisen. 

Beim Kochen mit verdünnter Schwefelsäure geht die Semi- 
carbazidverbindung in Lüsung und zerlegt sich dabei in dem erst 
erôrterten Sinn. Bei der Neutralisation mit Ammoniak erhält 


man aus der sauren Lüsung in krystallischer Form das Pyrazol 
Ce Hs N2: 


CE N H 


PSE ER 
CH AC IAN 


| | | 
CHe—C—CH. 


Aus Methylalkohol umkrystallisirt schmilzt die Base bei 
57 —59°. 

2. Die Oxymethylenverbindung des 1.3 Methyl- 
pentanons siedet unter 22 mm bei 105—112° und erstarrt 
gleichfalls leicht. Schmelzpunkt 53—54. Die durch Umsetzung 
mit Semicarbazid daraus erhaltene Verbindung Cs Hi: N30O schmilzt 
bei 115—116°, das aus ihr glatt entstehende Pyrazol C7 Ho Ns 
fällt beim Noeutralisiren der sauren Lüsungen durch Ammoniak 
als Oel. Der Chlorhydrat C7 Hio N2 HCI und das zugehürige 
Platindoppelsalz stellen gut krystallisirende Verbindungen 
vor. 


II. lPyrazole aus Hexanonen. 


1. Aus dem Cyklohexanon hat Hr. W. Grimmer auf 
meine Veranlassung die folgenden Verbindungen hergestellt : 


j & « 
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CH:—CHa .CO 
Das Oxymethylenhexanon, | | 
CH2—CH . C:CH (OH), 
Siedepunkt 98 —100° unter 55 mm, das cyclische Semicarbazon 
daraus, C8 Hi N3O, schmilzt zunächst (nicht ganz glatt) bei 
183—185°, erstarrt wieder und schmilzt dann erst wieder (unvoll- 
kommen) gegen 220. Das freie Pyrazol C7 Ho N2 : 


CHA CH CITE 
NY schmilzt bei 84°. 


Lg .CH/ 


2. Verbindungen aus 1.83 Methylcyklohexanon. 


Die Oxymethylenverbindung, Cs Hi2 O, Siedepunkt 
85° bei 12 mm, erstarrt leicht beim Abkühlen. Das Semicarbazon 
daraus, Co His N3O, schmilzt unscharf bei 154—157°, Die Pyra- 
zolbase Cs H11 N2 schmilzt bei 99—100°, deren Chlorhydrat, 
Cs Hu1 N2. HCI bei 166—168, 

Diese leicht zugängliche Base ist etwas eingehender unter- 
sucht worden. Sie ist in viel heiBfem Wasser klar lôslich und 
krystallisirt aus Wasser in feinen Nädelchen. Die wässrige Lôsung 
reagirt gegen rothen Lackmus’arbstoff nur sehr schwach basisch. 

Die wässrige Lüsung giehbt mit Mercurichlorid und mit Silber- 
nitrat sofort Niederschläge von schwerlüslichen Doppelverbindungen. 
Die letstere Verbindung hat die Zusammensetzung (Cs His No) 
NO: Ag. 


8 Verbindungen aus Bihydrocarvon. 


Die Oxymethylen-Verbindung siedet unter 15 mm bei 115°. 
(Ber. Chem. Ges. 28, 33). Mit Semicarbazid in Berührung bildet 
sie zunächst unter Austritt von 1 Mol. Wasser die bei 163—165° 
:N. NH CO NH: 

schmelzende Verbindung Cio H:4 , welche in Eis- 
: CH (OH) 

essiglüsung mit etwas Schwefelsäure versetzt in die cyclische 


: N.N.CONH: 
Verbindung Cio Hi : 4 übergeht, die ihrerseits bei 
CH 


125—127° schmilzt, dann wicder erstarrt und darauf unter Zer- 

setzung erst oberhalb 140° schmil:t. Dic durch Spaltung entstehende 
Cio Ha — N°2H 

Pyrazolbase SA 74 ist flüssig. 

EE CH 
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4 Verbindungen aus Tetrahydrocarvon. 


Die Oxymethylenverbindung siedet unter 16 mm bei 131—135° 
und setzt sich mit Semicarbazid zu dem bei 179—182° schmelzenden 
Semicarbazon Cie Hio N3O um, das bei der Spaltung mit Schwefel- 
säure ein ôliges Pyrazol liefert, dessen Platinsalz bei 226—228° 
schmilzt. 


bd. Verbindungen aus Menthon. 


Aus der schor bekannten Oxymethylenverbindung des Menthons 
entsteht unter Austritt von 1 Mol. Wasser ein Semicarbazon, 
Cis Hoi Ns Oo, das bei 167—169° schmilzt. Es spaltet unter den 
mehrfach erwähnten Bedingungen ein zweites Molekül Wasser 
ab, um in das cyclische Product überzugehen, das den doppelten 
Schmelzpunkt 117—118° und 143—144° zeigt. 

Das Menthonpyrazol, Ci His N, ist eine ülige Base. 


III. Pyrazol aus Heptanon. 


Die Oxymethylenverbindung des Suberons Cs His On, 
siedet unter 10 mm bei 100% Das cyclische Semicarbazon, 
Co His N3O, daraus schmilzt bei 181—183°, das Pyrazol 


CH: —CHe2—C:N 
ÿ RE 
CHe | NK 
PSS 
CiiCHeC:C 
schmilzt bei 66 —670. 


IV. Pyrazole der Thujonreihe. 


1. Verbindungen aus Thujon. 


Das krystallinische Oxymethylenthujon ist schon früher be- 
schrieben worden (Ber. chem. (res. 28, 33). Es giebt mit Semi- 
carbazid zunächst ein Monosemicarbazon Ci2 H1o Ns Oz vom Schmelz- 
punkt 179—1810, das in Eiscssiglüsung durch Schwefelsäüure unter 
Wasserverlust in die cyclische Verbindung Cie H17 N3O vom Schmelz- 
punkt 133—134° übergeht. 

Die freie Pyrazolbase des Thujons, Ci1 Hiç Nb, ist 6lig. 


2. Verbindungen aus Isothujon. 


Die Oxymethylenverbindung des Isothujons siedet bei 128—132° 
unter 18 mm Druck. Auch sie tauscht zunächst nur das Keton- 
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sauerstoffatom gegen den Semicarbazidrest aus. Die Verbindung 
C2 Hio N3 O2 schmilzt bei 204—205°, verliert unter den mehrfach 
angegebenen Bedingungen Wasser und geht in das bei 193—194° 
schmelzende cyclische Product Ci: Hir N3O über. Aus ersterem 
Semicarbazon wurde das Isothujonpyrazol, C1 Hi Ns, als 
gut krystallisirte Base vom Schmelzpunkt 89—90° erhalten. 


3. Verbindungen aus Thujamenthon (dargestellt von 
W. Fritzsche). 


Die Oxymethylenverbindung, Ori His O, siedet 
unter 11 mm bei 109—115. Mit Semicarbazidlôsung (ohne Zu- 
satz von Schwefelsäure) reagirt die Verbindung nur langsam unter 
Austritt von 1 Mol. Wasser. Das sich abscheidende Product 
Cie Hi N3 O2 schmilzt sehr unscharf zwischen 125—145°. 

Bei Anwesenheit von Schwefelsäure condensirt sich die Oxy- 
methylenverbindung des Thujamenthons mit Semicarbazid direct 
zu der cyclischen Verbindung C12 His N30, die den doppelten 
Schmelzpunkt 121—122° und 150—161° zeigt. 

Das Pyrazol des Thujamenthons, Cu His No, ist flüssig. 


V. Pyrazol aus Campher. 


Oxymethylencampher verhält sich gegen Semicarbazid genau 
so wie die Oxymethylen-Verbindung von Thujamenthon. Es bildet 
sich zunächst die bei 217—218° schmelzende Verbindung Ci12 H19 Ns Où, 
die unter Wasserabspaltung in die cyclische Cis His N3O, mit dem 
unscharfen Schmelzpunkt 205—207°, überführbar ist. 

Das Pyrazol des Camphers 


RE fear dé H 
dry | NY 
H:—C (CH3)— Pal 
krystallisirt gut und schmilzt bei 149—150°. 


II. Ueber eine neue cyclische Base aus Methylheptenon. 


Wenn man an das durch Reduction des Methylheptenonoxims 
entstehende Methylheptenylamin 


(CH3h2 C: CH. CH: CH CH (NH) CH: 


in saurer [üsung Brom addirt, so entsteht beim Emdampfen dieser 
Lüsung eine Base Cs His N, welche durch ihr auffallendes Verhalten 
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ausgezeichnet ist und welche ich als eine Pyrrolidin-Verbindung 
(CHs)s C : C—CHs . CH 
Na (y . CH 


aufgefaft habe (Ann. d. Chem. 319, 119). 

Das Methylheptenylamin vermag aber auch 2 Mol. Salzsäure 
aufzunehmen. Wenn man nun das so entstehende bei 153° schmel- 
zende Bichlorhydrat für sich erhitzt, so entsteht nach Versuchen, 
welche in Gemeinschaft mit Herrn Petros Rhoussopoulos 
durchgeführt worden sind, neben einem Kohlenwasserstoff Ce Hi 
auch eine Base Cs His N. Diese Base ist durch folgende Eigen- 
schaften characterisirt. 


Siedepunkt 150—151°, d — 0,823, nn — 1.4398 bei 20° 
M — 40.6 (berechnet für Cs His N — 40.87). 


Das luftbeständige Chlorhydrat Cs His N. HCI schmilzt bei 
218—220°. 

Bei der erschôpfenden Methylirung entsteht aus der Base 
leicht ein quaternäres Jodid, welches sich durch Lôüsen im Alkohol 
und Fällen mit Aether gut reinigen läBt, bei 242—243° schmilzt 
und die Zusammensetzung Cs Hie N (CH3)2 J besitzt. 

Daraus geht hervor, daB die neue Base eine secundäre 
ist und man ihre Formel in Cs Hiç NH aufzulôsen hat. Dem ent- 
sprechend läft sich aus der Base auch eine Nitrosoverbindung 
Cs H16 N . NO herstellen, welche bei 114° unter 10 mm siedet. 

Je nach dem man für das als Ausgangsverbindung dienende 
Bichlorhydrat des Methylheptenylamins die Formel 


I. (CHs} COL. CH CH: CHe CH (NHz) CHs . HCI oder 
IL. (CH:} CH CHCI CHe CHs CH (NHs) CHs . HCI 


annimmt, kommt man für die secundäre Base Cs Hi6 NH zu den 
Formeln 


É jui 
(CHs} C——CH: CH (CH3} CH. CH . CH: CH 
| oder 
NH—CH (CH3)—CHs NH———CH (CH). 


Die Formel I, welche die Base als Trimethylpiperidin er- 
scheinen läBt, ist aus zwei Gründen nicht wohl annehmbar. Diese 
Formel, oder eine ïihr verwandte, muB man nämlich für einc 
Base in Anspruch nehmen, welche früher von Wallach und 
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Gilbert auf ganz anderem Wege aus dem Methylheptenonoxim 
gewonnen worden ist (Ann. d. Ch. 319, 80) und welche sich u. a. 
durch erheblich hôüheren Siedepunkt (1602) von der vorliegenden 
unterscheidet. 

Ferner ist durch Willstätter erwiesen (Ann. d. Ch. 317, 312, 
Ber. 34, 139), da bei ,intramolekularer Alkyÿlirung“, wie sie im 
vorliegenden Fall anzunehmen ist, die Bildung von Pyrrolidinringen 
bevorzugt wird. Ÿ 

Nimmt man nun Formel II an, so erscheint die neue Base 
als Hydrirungsproduct der aus dem Bibrom-Methylheptenylamin 
gewonnenen Base Cs His N. Ob diese Bceziehungen in der That 
existieren, bleibt noch durch besondere Versuche zu erweisen, 
ebenso, ob die beiden oben formulirten Hydrochloradditionsproducte 
des Methylheptenylamins isolirbar sind und — wofür die vor- 
liegenden Beobachtungen zu sprechen scheinen — sich in ihrem 
Verhalten dadurch unterscheiden, daf I bei der trockenen Destilla- 
tion den Kohlenwasserstoff Cs Hi4 liefert, während II unter den- 
selben Bedingungen in die cyclische Base übergeht. 


III. Ueber Verhalten und Constitution des Menthenons. 

Vor eïiniger Zeit (Ann. d. Chemie 305, 262) habe ich eine 
Reïhe von Condensationsproducten zwischen Terpenonen und Benz- 
aldechyd beschrieben, deren Zusammensetzung als anormal“ be- 
zcichnet werden mufite, wenn man von der Voraussetzung ausging, 
daB sich in Ketonen blof diejenigen Methylengruppen zur Conden- 
sation bringen lassen, welche der Carbonylgruppe des Ketons be- 
nachbart stehen. Am auffallendsten verhielt sich das aus dem 
Menthennitrosochlorid erhältliche Menthenon, dem man gemäf seiner 
Bildung die Formel 


zuschreiben muB, das aber trotzdem sich mit zwei Mol. Benzal- 
dehyd unter Austritt von 2 Mol. Wasser besonders leicht conden- 
siren läbt. 
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Nun ist neuerdings durch verschiedene Forscher (Thiele, 
Henrich, Vorländer u. a.) darauf hingewiesen worden, daf 
Methylenwasserstoffatome ganz ähnlich wie durch eine benach- 
barte CO-Gruppe auch durch eine benachbart liegende Aethylen- 
bindung in ibrer Reactionsfähigkeit beeinfluft werden künnen. 
Wenn das für das Menthenon obiger Formel auch zutrifft, so ist 
klar, daf dem erwähnten bei 130° schmelzenden Condensations- 
product die Formel 


7 
Ce Hs CH:C C:CHGH; 
| | 
CH CO 
No 


C 


| 
Cs H 


zukommen kann, daf man es also mit einem in Bezug auf das 
CH: symmetrischen Dibenzyliden-Menthenon zu thun hat. 

Um diese plausibele Interpretation zu stützen, bedurfte es 
aber noch eines Nachweïses dafür, daf dem Menthenon die ange- 
nommene Formel wirklich zukommt und da nicht etwa bei seiner 
Entstehung weitgehende Bindungsverschiebungen Platz gegriffen 
haben. 

Zu diesem Zweck habe ich schon vor längerer Zeit Herrn 
H. Schulenberg veranlaBt, das Menthenon durch Oxydation abzu- 
bauen. Dabei wurden als Spaltungsproducte Isobuttersäure und 
eine zweite Säure gefunden, welche 6 Kohlenstoffatome zu ent- 
halten schien. Diese Resultate sprechen nicht gegen obige Formel, 
beweisen aber auch nicht viel. Es erschien daher nüthig noch 
besonders nachzuweisen, da die Anordnung der Kohlenstoffatome 
im Menthenon thatsächlich noch dieselbe ist, wie im Menthon. Von 
diesem Gesichtspunkt aus sind durch Herrn Adolf Stcindorff 
die folgenden Versuche ausgeführt worden. 

Zunächst wurde nachgewiesen, daB sich das Menthenon, [welches 
beiläufig auch leicht in ein normal zusammengesetztes bei 135—136° 
schmelzendes Semicarbazon überführbar ist] sich in ätherischer 
Lüsung bei Anwendung von viel überschüssigem metall. Natrium zu 
Menthol rcduciren läft. Das so gewonnene Menthol schmolz 
zwar niedriger als das natürliche Menthol, (wahrscheinlich bestand 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse 1908. Hoft 4. 16 
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es z. Th. aus einer physikalisch isomeren Modification), konnte 
aber durch Oxydation in Menthon übergefübrt werden, dessen 
bei 184° schmelzendes Semicarbazon analysenrein vorlag. 

Als sehr characteristische Verbindung hat sich das Addi- 
tionsproduct von Brom zu Menthenon von der Formel 
Cio Hi6 Br20 und dem Schmelzpunkt 36°, herausgestellt. Die Sub- 
stanz bildet sich leicht beim Zusammenbringen der Bestandtheïle 
in Eisessig- Lôsung. Sie verliert beim Erwärmen leicht Brom- 
wasserstoff und unter den Zersetzungsproducten findet sich (leider 
nur in kleiner Menge) ein Phenol, das seinen Eigenschaften nach 
unzweifelhaft als Thymol angesprochen werden durfte. Durch 
diese Reactionen wird die für das Menthenon angenommene Formel 
und damit auch die der oben gegebenen Dibenzyliden - Verbindung 
wesentlich gestützt. 


Ein Beitrag zur KenntniB des vierwerthigen 
Sauerstoffs. 


Von 
J. v. Braun. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Juli durch O. Wallach. 


Die im folgenden beschriebenen Versuche sind durch den 
Wunsch hervorgerufen worden zu solchen tertiären Basen zu ge- 
langen, welche an einem dem Stickstoff benachbarten Kohlenstoff- 
atom eine Hydroxylgruppe tragen und bis jetzt auf künstlichem 
Wege noch nicht erhalten worden sind, während man sie unter 
den natürlich vorkommenden Aminen (z. B. in der Gruppe der 
China-Alkaloïde) bereits seit längerer Zeit kennt. Einen Weg, auf 
dem man scheinbar das Ziel hätte erreichen sollen, wies eine vor 
kurzer Zeit von mir gemachte flüchtige Beobachtung, wonach 
Säureamide R. CO. NR2 gegenüber einem Gremenge von Zink und 
Halogenalkylen, oder gegenüber den nach Grignard') leicht zu 
erhaltenden Magnesiumhalogenalkylaten die gleiche Reaktions- 
fähigkeit zeigen, wie sie seit längerer Zeit für Säureester und 
-chloride, Aldehyde und Ketone bekannt ist: Es lag nämlich 
nahe, die Doppelbindung zwischen Kohlenstoff und Sauerstoff, die 
in diesen letzteren Kôrpern den Angriffspunkt für die Reaktion 
bietet, auch bei den Amiden als maBgebend zu betrachten, und 
dann mufte man aus einem Amid die Bildung einer hydroxy- 
lierten Base (2) analog z. B. der Bildung eines tertiären Alkohols 
aus einem Keton (1) erwarten: 


R /CI R /O0O—Me—CIl R  /OH 
1) >C—=0+Me — >C —+  >C 
R NRi R \R R “R 


1) Compt. rend. 130. 1322 [1900]. 
16 * 
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R /C1 R /yO0O—Me—CI R\ OH 

DMC O0 PMe: MAR EC —+ C 
R2N XRio Rs N ANR: RN/ \XR. 

Diese Erwartung ging nun allerdings nicht in Erfüllung, hin- 
gegen aber führten die Versuche zu einem andern, theoretisch 
nicht uninteressanten Resultat. 

Mit Zink oder Magnesium und Halogenalkylen, oder mit fertigen 
Magnesiumhalogenalkylaten reagiren die Säureamide sehr heftig: 
trägt man in ein Gemenge eines Säureamids !) (1 Mol.-Gew.) und 
Halogenalkyls (1 Mol.-Gew.) geraspeltes Zink (1 Mol.) ein, so be- 
ginnt beim Erwärmen eine Reaktion, die unter Wärmeentwicklung 
und mit einer von Moment zu Moment sich steigender Heftigkeit 
verläuft und zuweilen zu einer vollständigen Verkohlung der Re- 
aktionsmasse führt. Noch heftiger ist die Einwirkung von ge- 
pulvertem Magnesium. Durch Verdünnen der Componenten mit 
Benzol läft sich die Reaktion sehr mildern: das Zink wirkt dann 
auBerordentlich träge und langsam ein, das Magnesium geht — 
schon bei schwachen Erwärmen — nach kurzer Zeit in Lüôsung 
und es resultiren vollkommen klare meist grünlich-braun gefärbte 
Lüsungen. Am schnellsten wirkt fertiges Magnesiumhalogenalkylat, 
wie man es durch zusammenbringen von Magnesium und Halogen- 
alkyl in ganz trockenem Aether erhält: beim ZusammengieBen der 
aetherischen Lüsungen des Amids (1 Mol.-Gew.) und des Alkylats 
(1 Mol.-Gew.) tritt momentan eine starke Erwärmung und in 
den meisten Fällen eine Abscheidung des Reaktionsproduktes 
ein. Die Produkte der Reaktion die man auf dem einen oder 
andern Wege erhält sind in Benzol leicht lôslich, in Aether 
schwer lüslich, in Petrolaether unlôslich und lassen sich aus 
Benzol und aus Aether vollständig durch Zusatz von Ligroin 
ausfällen. In ïihrem Aussehen ähneln sie — gleichgiltig ob 
Zink oder Magnesium zu ïihrer Darstellung Verwendung ge 
funden hat — denjenigen, Produkten die man aus Ketonen und 
Aldebyden mit Zink und Halogenalkylen erhält. In den meisten 
Füällen, so bei Verwendung von C2 Hs O. CO N(C2 Hs, Mg und JCH:, 
CH3 CON(C2 Hs): resp. CH3 CON (C3 Hrh, Mg oder Zn und J CH: 
resp. JCs Hr, CHs CO.N(CH3) C6 Hs, Mg und JCs Hu, Ca Ho. CO. N 
(CH) C6 Hs *), Mg und JCH3, CHs CON (Cs H1}, Mg oder Zn und 


1) Um intramolckulare Atomverschiebungen, wie sie bei primären und sekun- 
düren Säurcamiden nicht ausgeschlossen sind, zu vermeiden, wurde blof mit 
tertiären Verbindungen gearbeitet. 

2) Dargestellt durch Umsetzung von Valerylchlorid C, H, CO C1 und Methyl- 
anilin in Acther. Schwach gelblicw vefärbte Flüssigkeit vom Sdp. 258-—262° bei 
gew. Druck, 151—152 bei 14 mm. 
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Br CHs. CO: Cs Hs, CHs CON (C2 Hs) Mg und BrCsHe, Ce H5CON 
(C2 sh, Mg und JCs Hu, Ce H5 CON (C: Hs) Ce Hs, Mg und J CH 
u. s. w. konnten sie nur als gummiartige nicht krystallisirende 
Substanzen erhalten werden, die auch durch Lüsen in Benzol und 
Fällen mit Petroläther ihr Aussehen nicht veränderten. Das aus 
Methylphenylvaleramid und Jodmethyl mit Hilfe von Magnesium 
dargestellte Produkt gelang es durch sebr vorsichtigen Zusatz von 
Ligroïn zur benzolischen Lüsung in Form eines festen weifen 
Pulvers zu erhalten, dasselbe verwandelte sich jedoch nach kurzer 
Zeit selbst im evacuirten Exsiccator in ein zähes Gummi. Die 
qualitative Prüfung ergab für alle die so erhaltenen Kôürper die 
Anwesenheit von Kohlenstoff, Stickstoff, Metall und Halogen; 
ibre' quantitative Zusammensetzung lieB sich natürlich in Anbe- 
tracht ihrer Beschaffenheit nicht direkt ermitteln. DaB sie aber 
durch Zusammentritt eines Mol. Amid, eines At. Metall und eines 
Mol. Halogenalkyl zu stande kommen, folgt mit Wahrscheinlich- 
keit daraus, da8 auf 1 Mol. Amid genau 1 At. Metall verbraucht 
wird und sich beispielsweise beim Arbeiten in Benzol mit über- 
schüssigem Magnesium der UeberschuB an Magnesium ziemlich 
quantitativ zurückgewinnen läft. 

Sehr merkwürdig erwies sich das Verhalten der Verbindungen 
beim Verseifen, welches der Erwartung zufolge zu tertiären in 
nächster Nähe des Stickstoffs hydroxylierten Basen hätte führen 
sollen. Zur Hydrolyse sind die Kôürper im allgemeinen bedeutend 
weniger geneigt als die Magnesiumhalogenalkylate: nur einige 
wenige wie z. B. das Einwirkungsprodukt von Magnesium und 
Jodmethyl auf Diaethylurethan und von Brombenzol und Magnesium 
auf Diaethylacetamid werden schon von kaltem Wasser zersetzt; 
die meiïsten sind gegen Wasser ganz beständig, während die Mag- 
nesiumhalogenalkylverbindungen bekanntlich durch Wasser eine 
momentane Zersetzung erleiden. Von Säuren werden sie dagegen 
wenn auch langsam angegriffen und als Produkte dieser Zersetzung 
erscheinen nicht tertiäre hydroxylhaltige Basen sondern die zur 
Reaktion angewandten Säureamide auf der einen Seite und auf der 
andern diejenigen Kohlenwasserstoffe, die den angewandten Halogen- 
alkylen entsprechen. Zersctzt man beispielsweise das Einwirkungs- 
produkt von Bromessigester und Zink auf Diaethylacetamid mit 
verd. H2SO4, so macht sich momentan der intensive Essigester- 
Geruch bemerkbar und nach stattgefundener vollständiger Zer- 
setzung scheidet sich der Ester in reiner Form ab; aus der sauren 
wäBrigen Lüsung fällt Natronlauge des Diaethylacctamid.  Dic 
Einwirkungsprodukte von Jodmethyl resp. Jodpropyl auf Diacthy1- 
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und Dipropylacetamid, Diaethyl- und Aethylphenylbenzamid ent- 
wickeln bei der Zersetzung mit Säuren ein brennbares Gas (Methan 
resp. Propan) und liefern die ursprünglichen Amide in Quantitäten 
bis zu 95°/o zurück. Aus dem durch Evacuiren môglichst von 
Petroläther befreiten Einwirkungsprodukt von Amyljodid C5 Hu J 
auf Diaethylbenzamid lief sich neben dem Amid eine — allerdings 
geringe — Menge einer Flüssigkeit isoliren, die bei ca 30° siedete, 
stickstoff- und hologenfrei war und wahrscheïnlich das dem Jodid 
entsprechende Pentan darstellt. Aus Diaethylacetamid und Brom- 
benzol gelang es etwas Benzol zu erhalten. 

Ein derartiger Verlauf der Zersetzung ist nun, so werthlos 
die ganze Reaktion dadurch auch in praktischer Hinsicht erscheint 
insofern interessant, als er zu einer ganz neuen Auffassung der 
Natur der Additionsprodukte von Metallhalogenalkylaten an 
Säureamide führt. Die anfangs in Betracht gezogene Formel 

Fe /0—Me CI 
RN/ XRi 
sie die Abspaltung des Radikals R1 vom Kobhlenstoff, also die Auf- 
lôsung einer Kohlenstoff-Kohlenstoffbindung voraussetzen würde, 
und zweïitens weil ein Kôürper von dieser Formel eïinerlei ob er 


muB als ausgeschlossen gelten; erstens weil 


aus einem ÂAmid >CO und einem Halogenalkyl CIR1, oder 
Ri RIN 
einem Amid >CO und einem Halogenalkyl CIR entstanden ist, 
R 


2 

in beiden Fällen dieselben Spaltungsstücke liefern muñte, während 
in Wirklichkeïit, wie aus einigen der angeführten Beispiele her- 
vorgeht immer das angewandte Amid zurückgebildet wird. Sucht 
man sich nun eine Vorstellung darüber zu machen, in welcher 
Weise die einzelnen Bestandteile in unseren Kôrpern verbunden 
sind, so hat man wohl zunächst blos mit drei Müglichkeiten zu 
rechnen : 

1. Die Elemente des Metallhalogenalkylats werden durch die 
zwei supplementären Valenzen des Stickstoffs gebunden. — Diese 
Annahme ist wenig wahrscheinlich, da die Additionsfähigkeit des 
Stickstoffs in den Amiden eine nur geringe ist und weil tertiäre 
Amine (z. B. Dimethylanilin) unter denselben Bedingungen wie 
die Amide nicht mit Metallen und Halogenalkylen reagiren. 

2. Das Amid und das Metallhalogenalkylat stehen im mole- 
kularen Verband miteinander. — Auch diese Annahme ist wenig 
wahrscheinlich in Anbetracht namentlich der Thatsache, daB Mag- 
nesium und Halogenalkyl allein in Bezol kaum auf einander ein- 


ein Beitrag zur Kenntni des vierwerthigen Sauerstofïs. 


wirken und da Magenesiumhalogenalkylate so leicht durch Wasser 
zersetzt werden. 
8. Die Elemente des Halogenalkyls und das Metallatom werden 
von den zwei supplementären Valenzen des Sauerstoffs gebunden: 
EE /Me—Cl 


ReN/ NXRi 
Diese noch vor wenigen Jahren kaum discutirbare Hypothese, kann 
heute, wo die Vierwerthigkeit des Sauerstoffs wohl allgemein an- 
erkannt sein dürfte, ernstlich in Betracht gezogen werden, um 50 
mehr, als die Additionsfähigkeit der Magnesiumhalogenalkylver- 
bindungen an zweiwerthigen Sauerstoff auch in einen andern 
Fall, bei Verbindungen welche diese Kürper mit Aether liefern‘), 
wahrscheinlich anzunehmen ist. Befremdend erscheint dann aller- 
dings die Zersetzung unserer Kôrper, die dänn nach der Gleichung: 
NR: NR: 
/Me—Cl pal /NRa: 
C'=0+H:0 = C — 04 OHMe C1 — CZ 0:+ HR +Me(OD CI 


DE Rd 


verlaufen muf. Ob nun eine solche Spaltung, die für den zwei- 
werthigen Sauerstoff als ganz anormal gelten müfte, beim vier- 
werthigen Sauerstoff etwas normales darstellt, läft sich bei dem 
heutigen Zustand unserer Kenntnisse über den vierwerthigen 
Sauerstoff leider nicht sagen. Die exakte experimentelle Prüfung 
der Frage, ob man es in unsern Verbindungen in der That mit 
Derivaten des vierwerthigen Sauerstoffs zu thun hat, erscheint in- 
folge dessen im Augenblick kaum môglich und muf erst einer 
späteren Zukunft überlassen werden. 


1) Vgt. Baeyer und Villiger Ber. 836. 1202 [1902]. 


Ueber näherungsweise gesättigte Strôme zwischen 
plan-parallelen Platten. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung der Gesellschaft vom 25. Juli. 


In zwei früheren Arbeiten’) habe ich die Theorie der Strôme 
entwickelt, die zwischen zwei koncentrischen Kugelflächen in Folge 
von Jonisierung der in dem Hohlraume enthaltenen Luft auftreten. 
Es ergab sich, daB die Beobachtung dieser Strôme ein Mittel 
giebt, um die Constante « der Wiedervereinigung zu bestimmen. 
Mit Rücksicht auf diese Môglichkeit schien es mir von Interesse, 
auch den Fall eines zwischen zwei plan-parallelen Platten einge- 
schlossenen Luftraumes einer etwas genaueren Untersuchung zu 
unterwerfen. 


I Die allgemeinen Gleichungen des Problemes. 


Von zwei unendlichen Platten, die einander in dem Abstande 
l parallel gegenüber gestellt sind, sei die eine positiv geladen, die 
andere mit der Erde leitend verbunden. Die Intensität des zwi- 
schen den Platten eingeschlossenen elektrischen Feldes sei #. Die 
Luft in dem Zwischenraume der Platten werde etwa durch Rüntgen- 
oder Radiumstrahlen ionisiert. Die Ionisierungsstärke sei Qq, die 
Dichte des durch die Kraft % erzeugten elektrischen Stromes c. 


Die Dichten der positiven und der negativen Ionen seien N und 
N, ihre absoluten Beweglichkeiten U und V, ihre Diffusionskoëffi- 


1) Nacbrichten d. K. G. d. W. zu Gôttingen, math.-phys. CI. 1903. Heft 1 
und 2, Annalen d. Physik 1903. Bd. 12. S. 52. 


1% 


Eduard Riecke, über näherungsweise gesättigte Strôme etc. 337 


cienten # und 4. Der Coëfficient der Wiedervereinigung sei «, das 
elektrische Elementarquantum werde mit s, die Lichtgeschwindig- 
keit mit v bezeichnet. In irgend einem Punkte der positiven 
Platte errichten wir die Normale. Ihren FuBpunkt machen wir 
zum Nullpunkt, ihren nach der negativen Platte hinübergehenden 
Zweig zur positiven Richtung einer Axe x. 

Dann ergeben sich die folgenden Gleichungen: 


axe (N—N) 


ve(UN+ VR)g-e S ŒN—EN) — 


2 a(N 
SU ciel  +aNN, 
dx 
D d(NS) _; N 
Je ti dx nr +aNx. 


Wir haben vier Gleichungen und wir kônnen als Unbekannte 


die GrüBen %, g, À, N betrachten; vorausgesetzt wird dann, daf 
die Stromdichte c durch Beobachtung bestimmt ist. 


IL. Der Sättigungsstrom. 
Vernachlässigt man den Einfluf der Wiedervereinigung und 
der Diffusion, so erhält man: 
dS RE 
Do Ane(N—N), 
(I) ve(UN+ VN)Z — 
JE _ 
ae, MN) 
dx dx 


Die Auflüsung der Gleichungen führt zu den folgenden For- 
meln: 
Et NT EU LAS 
at A à te à 11 nd 
(III) + q Ve mme 


Für æ —= 0 wird: 
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8 — D» N, = 0, N,%, np a mL 
Für æ = |: 
NS = + l, NS, = 0. 
Es ist also: 
evVNSG, = œUNSG, = € 
Mit Benutzung dieser Werthe kann man die Gleichungen III 
auf die Form bringen: 
g — F-BreNGrt+dre(NG+NT)T 


OM fist, =K8(-{) 


c — egl, 


Um von den Werthen der in diesen Gleichungen auftretenden 
Coëfficienten eine bestimmtere Vorstellung zu bekommen, scheint 
es nützlich, sie so weit müglich, in numerischer Form aufzustellen. 

Wir benützen zu diesem Zwecke die Werthe: 


U = 126%10%  V = 1,74>x 10", Le — 1,38, 
— 6 

=}, — 23310 

Ë — 0,0293,  # — 0,0405, 

8 = 469%10%, = 189>x< 10%. 


QI 54 


Dann wird: 
N,%, — 000192, ANG, — 0,00265 %< gl, 
8 —= % —-0,226 >< 107" gx + 0,268 >< 107" x. 
Daraus folgt, daB die Veränderlichkeit der Feldstärke im all- 


gemeinen nur eine sehr kleine sein wird. 
Die Theorie des Sättigangsstromes ist nur anwendbar, wenn 
N 
aNN, hi ee 3 und ER gegen q sehr klein sind. 
sa ist : 


_. 2) 


aNNG = aNYGN,S, 
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also mit Benützung der angegebenen Werthe: 


aNN = 8,10 >< 10-" 2 LE. 
Es mu somit q klein sein gegen 
D 12 
RUE AU PE Le 
Es ist ferner : 
FoTe Ron € 
EN = EN, LES 
eo 115 0 SD 194 Son qu Le 
Ÿ nas LA Do 
Somit : 
+ ŒN 
Male à 20 751—6,21x)10 


Die Theorie des Sättigungsstromes setzt hiernach voraus, dal 
g klein sei gegen: 


Do 
0 15 
1,781—6,21% 7< 10" 


Aus der Bedingung, daB q grof sein soll gegen k= * , folgt 


ebenso : og 
: 15 
q klein gegen Go1x— 3781 210% 


II. Nicht gesättigter Strom, erste Annäherung. 


Von den GrüBen, die wir im vorhergehenden nach der Theorie 
des Sättigungsstromes berechnet haben, unterscheiden wir die in 
erster Annäherung für den nicht gesättigten Strom geltenden 
durch den Index 1. Die allgemeinen Gleichungen des Problemes 
kommen dann auf die folgende Form: 


AA +9 = 
dx EE: Ane(N, — N,), 


D LUN CE FN IT ES € =  ŒN—ER), 


IV) + + : 
( n— vu) EUX, 


QT DA ES aNN. 
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Die Auflüsung der Gleichungen führt zu den folgenden An- 
sätzen : 


S = Pros mn), A À) 


_ Bre(U+V) : 
Rd A “2 NN dx dx. 


+ € N aN a “ee 
eue UPS RE UL FyÙ dx nl RUE 
4 
F'Bre(U+V) 

= 6 € ÉRe k aN C2 TT — 
ME = UE VV dt 5 NY 


U 
— Bre(U+V) 
Die Integrationskonstante c, bestimmt sich durch die Bedin- 
gungen, daB an den Elektrodenplatten 


_ + 

sel RE re 
c=— eV N) +ek () = eu (À) éf | a ] 
sein muf. 


Man findet : 
Br 
Henarr 


die Lôüsung der Gleichungen IV ist dann durch die folgenden 
Formeln gegeben : 


hu RE 
gi ARS A NNdx — Al NNdx. 
0 


do ONE AM EAN Mic bee 
Si — DS + ie «5 [ie ff ÀN der] 


k 
6 
+8x U4 
+ 4 a |[x L'+- & + — 
(V) MNT É d NNdr— ÀNas| 
vUlLS 0 
+ + 
_k aN 
vU dx’ 
= ne 1% PL Ven 
NE = Nÿ+ _:.— | NNdx— {| NNdx 
du vV|.[ À À 
LE a 
vV dx 
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Mit Benutzung der numerischen Werthe ergiebt sich: 


Si — 9°+36,8>< 10 2 (a) at +0,67 >< 107% x de, 
NS, = NS +3,06 >< 107% (0— 22) (1— 2)2+- 0,228 >< 107%, 


0 


N, 3, 


Nÿ— 2,55 < 10 (— 2x) (1— x) x + 0,149 >< ME 


IV. Nicht gesättigter Strom, zweite Näherung. 


In den Formeln I setzen wir an Stelle von N und À in den 


mit « und # multiplicierten Gliedern die zuvor berechneten GrüBen 
N. und N. Wir erhalten dann zur Berechnung der zweiten An- 
näherung die Formeln: 


dB: 2 NS \] 
FFL I Ane(N,—N,), 


ve(UX,+ VAS, = c+e (MEN), 


+ + 
d(X, + NN : 
a: PORC LHaN NN, 


dx 
A. a(N,$.) Ad À N 
de —= CR nr s NN 


Die Auflüsung der Gleichungen giebt: 
œ PRET 
Q == D ll N N.dx, 
0 


+ 
g an 9 Bec Ane(U+V) 2 k + — 5 + = 
B — GE rs — oUr, Ro Rs er EN No—N) 


_ y af [Kara 
(| 
+ 


(VI) vUV 


# 


< k aN (2 PVR 
N, 3: FA ar) E 1. NN tbe 
0 
; : k aN, (2 e 
ne An 17 der 1 M 


Wenn man in diesen Formeln an Stelle von q,. N, und N, die 
aus dem früheren folgenden Werthe substituiert, so ergeben sich 
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komplicierte Ausdrücke. Wir werden nur die erste der Glei- 
chungen etwas weiter ausführen, da sich an diese die Müglichkeit 
knüpft, aus Beobachtungen nicht gesättigter Strôme den Werth 
der Constanten « der Wiedervereinigung zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke bringen wir die Gleichung auf die Form: 


THOr 
el, —c = a | N,Ndx. 
0 
Setzen wir zur Abkürzung: 


Ur LS Dee 
“AL MNaz- [ NNax = &, 


—- [Anar f NNdr = &,, 


2 fie 2 [ [ SNaras + 


so wird: 
+ 


22 
+ LAN: 
DRE NS+ 5 T* TU dx! 
, _ a k aN 


MB = NS+, ph y de? 
uiies k + = = 
m = Re Er a&+8ne À (N+ NX) 


u = 
Benützt man diese Werthe zur Berechnung des Integrales 7. N, N, dx, 
0 


so erhält man für « die Gleichung : 


elqs—C = 
['ÂNae+ 7, Ë tte (Ra ae dr-Bx pen te] 
$ 
, 1 [f'VNE +UNE, NNz 
er dr (+) [ 7 <a] 


Die numerische Rechnung giebt: 


1 
—4 
1+4,65 >< 10 # 


MECS 20810: & 
0 


sd 
5,040 
Ÿ 


0 


+aëe >< 0,143 >< 107 >< Le {1 081% 10" & 2. 


. 843 
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Näherungsweise kann man schreiben: 


5 
lg, —c = ae >< 0,85 >< 10" _. + a 8 >< 0,148 >< 107" = 
9 0 
Hier ist: 
C == 8/0, 


Die Gleichung kommt daher auf die einfachere Form 
q° 5 
| + at >< 0,148 >< 107 >< x À 


0 


1(a,—9) = a x 0,88 >< 10 >< e 


Benützt man diese Gleichung zur Berechnung von «, so er- 
giebt sich: 
: _— = 
a 1,18 >< 10° >< HD 1 — 020 1} 


Der Werth von « wird also kleiner, wenn man 


das quadratische Glied mit berücksichtigt 
Führt man an Stelle von g, und q die Dichten € des Sätti- 


gungsstromes und c des wirklich beobachteten Stromes ein, so wird 


8.82 >< 107 >< (ET 0) 8 do {1 LS _ 0,20 = 


Zur Elektrodynamik. lIIL 
Ueber die Bewegung des Elektrons. 
Von 
K. Schwarzschild. 


(Vorgelegt in der Sitzung am 25. Juli 1903 von F. Klein.) 


$ 1. Einleitung. 

Herrn Abraham’s Theorie des masselosen, rein transla- 
torisch bewegten Elektrons hat sich an den Versuchen von Herrn 
Kaufmann in der erstaunlichsten Weise bewährt')}. Auf der 
andern Seite hat das Experiment bisher noch keine Wirkungen zu 
erkennen gegeben, die auf eine Rotation der Elektronen zurück- 
zuführen waren. Dabei wäre es aber absurd, anzunehmen, daf 
die mit kolossaler Geschwindigkeit die Kathode verlassenden Elek- 
tronen nicht auch häufig bedeutende Rotationsgeschwindigkeiten 
aufweisen sollten. Die Dinge müssen also in Wirklichkeit so 
liegen, daB die Rotationen des Elektrons von relativ geringem 
Einflu8 auf seine sichtbare Bewegung sind. Es erhebt sich daher 
die Frage, ob die Lorentz-Wiechert’sche Elektrodynamik für 
ein Elektron ohne wirkliche Masse auch von dieser — negativen — 
Thatsache Rechenschaft geben kann. Der erste Eindruck läfit 
sehr daran zweifeln. In den beiden einfachen Fällen der Rotation 
ohne Translation und der Rotation um die Richtung der Trans- 
lation, welche von Herrn Abraham’s Untersuchungen noch um- 
faBt werden, erweist sich die Wirkung der Rotationen freilich als 
gering. Sobald aber die lèotationsaxe schief steht gegen die Trans- 
lationsrichtung, kann, wie Herr Abraham andeutet, das Elektron 
ohne Einwirkung äuferer Kräfte sich nicht mehr gradlinig weiter 


1) Vgl. Drude’s Annalen der Physik 1d. 10 p.105 ff. und diese Nachrichten 
7. Mäürz 1908. 
Kgl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse. 1908. Hoft 6. 17 
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bewegen, und es sieht fast so aus, als ob die translatorische Energie 
des Elektrons sich in rotatorische umsetzen und dann zu den merk- 
würdigsten Wirbelbewegungen des Elektrons führen würde. Hier 
ist also ein Punkt, über den Sicherheit herrschen mu, bevor die 
Vorstellang von dem Elektron ohne wirkliche Masse als logisch 
abgeschlossen gelten kann. | 

Wenn man nun von einem Variationsprinzipe ausgeht, welches 
sich sehr nahe an die in meiner früheren Mitteilung gegebenen 
anschlieft, erweist es sich als verhältnismäBig leicht, nicht nur 
Herrn Abraham’s Resultate über die Dynamik des Elektrons 
auf direktestem Wege wieder zu gewinnen, sondern auch über 
dieselben hinauszugehn bis zur Beherrschung der Bewegung des 
Elektrons für beliebige Translationen bei belicbig gerichteten Ro- 
tationen und damit die Frage nach der theoretischen 
Wirkung der Rotationen zur Entscheidung zu brin- 
gen. Natürlich wird dabei die Voraussetzung festgehalten, daf 
es sich um Bewegungen mit geringer Beschleunigung, um ,quasi- 
stationäre“ Bewegungen handelt. Das zieht, wie sich später zeigt, 
nach sich, daf die Rotationen einen Betrag nicht überschreiten 
dürfen, bei welchem die Oberfläche des Elektrons mit einem mäfi- 
gen Bruchteil der Lichtgeschwindigkeit herumgeführt wird. 

Ein selbstständiges Interesse hat die folgende Unter- 
suchung vielleicht nach der formalen Seite hin, insofern sie 
deutlicher die Art der Variationsprinzipe erkennen läft, 
denen die Bewegung des Elektrons unterworfen ist. Es wird 
gezeigt, daB die Bewegung des Elektrons unter sehr allgemeinen 
Bedingungen aus einem Variationsprinzipe folgt, in welchem 
Funktionen aller hôheren Differentialquotienten der Coordinaten 
auftreten. Im Falle der quasistationären Bewegung verwandelt 
sich dann das Variationsprinzip in ein eigentliches Minimal- 
prinzip, welches sich nur dadurch von dem Hamilton’schen 
Prinzip der gewühnlichen Mechanik unterscheidet, daB das 
kinetische Potential aufer von den Geschwindigkeiten auch noch 
von den Beschleunigungen abhängt und für die Grenzzeiten bei 
der Variation Coordinaten und (eschwindigkeiten konstant zu 
bleiben haben. Man hat es also dann mit einem Beispiel zu 
Herrn L. Künigsberger’s erweiterter Mechanik zu thun. 
Bei der Spezialisierung auf Herrn Abraham’s ,ausgezeichnete 
Bewegungen“ verschwinden schliefilich die Beschleunigungen aus 
dem kinetischen Potential und man kommt in die engste Ana- 


logie zu den Verhältnissen, die in der gewühnlichen Mechanik 
vorliegen. 
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$ 2. Die retardierten Potentiale des bewegten Elektrons. 


Es sei 7 die Dichte der Elektrizität im Raumelemente do, es 
selen %,, v,, v, ihre Geschwindigkeitskomponenten in demselben. 
Die Lichtgeschwindigkeit V werde gleich 1 gesetzt, obwohl sie 
gelegentlich zur Verdeutlichung der Dimensionen mit angeschrieben 
werden soll. Man definiere die retardierten Potentiale ®, T!, Re 
T, durch die Integrale : 


do d 
D (é, æ!, ÿ°, 4) = fm. MOULES Ÿ', 2°) = Je [ae] r° 1) 
. er 


LL 


Hierbei bezeichne der Index » eine der Coordinaten x, y, z. r sei 
der Abstand des Elementes do vom Aufpunkte 2°, y, #. Der 
r 
V7 
1 oder yv, zu nehmen ist, welcher dort zu einer um die Lichtzeit 
vor { zurückliegenden Epoche galt. 


Zusatz t—— bedeute, daB in jedem Raumelement der Wert von 


Wir wollen Eigenschaften von @ und I' aufsuchen unter den 
folgenden speziellen Voraussetzungen: Wir denken uns ein ein- 
ziges Elektron als im Raume existierend. Unter einem Elektron 
verstehen wir eine starre Kugel vom Radius R, welche mit 
gleichfôrmiger Raumdichte durch ïhr Volumen hindurch elektrisch 
geladen ist. AufBerhalb des Elektrons sei die Dichte der Elektri- 
zität y gleich null. Die Coordinaten und Geschwindigkeiten des 
Mittelpunkts des Elektrons zu irgend einer Zeit seien a,, a, a, 
und %,, u,, #,, seine Rotationsgeschwindigkeiten um die Coordi- 
natenaxen p,, p,, p,. Ferner setze man: 


Z—= A HE, y—=a,+n, 2 = a +6 


soda8 Ë, n, € Relativkoordinaten, bezogen auf den Mittelpunkt des 
Elektrons, bedeuten. Man hat dann für die Geschwindigkeiït ir- 
gend eines Punktes des Elektrons: 


v, = u,+p,6— p.17 Ye = u,+p,Ë — 0.6; v, Re u, +p,n— DE. 


Wir wollen schlieflich annehme», daf die Bewegung des Elektrons 
jeder Zeit analytisch sei. Damit ist gemeint, daf die Mittel- 
punktskoordinaten und Rotationsgeschwindigkeiten für jedes 4 und 
hinreichend kleines {’—+t durch konvergerte Reïhen: 

17 + 
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a,®) = a +1, 06-9+0 0 TT 
v—2%,y,2 II) 


2,0) = 2,0+200-0+r0 CT... 


dargestellt werden kônnen. 


Es ist unter diesen Voraussetzungen môglich, ® 
und die I, für irgend eine Zeit { in Potenzreihen nach 
u!(#), u,(6), p!(?), p,(f) u.s.w. zu entwickeln. Es wird sich 
dies am bequemsten erkennen lassen, wenn wir die Anfangsglieder 
dieser Entwicklungen, nämlich die in den Beschleunigungen , und 
p, linearen Glieder, wirklich aufstellen — zumal wir sie für die 
späteren Ableitungen nôtig haben. 

Zur Erleichterung der Schreibweise werde ich die Coordinaten 
statt mit x, y, z resp. £, y, € auch mit x, resp. Ë, (» — x, y, +) 
bezeichnen, ferner unter Z eine Summe über die drei Coordinaten- 
richtungen verstehen und die Abhängigkeit einer Funktion von 
allen drei Coordinaten andeuten, indem ich unter ihren Argumenten 
nur æ, anfübre. 

Beginnt man mit der Berechnung von ®, so kommt in jedem 
Raumelement die Dichte 4 zur Zeit é—r (für V = 1) in Frage. 
Dieser Wert y ist eine Funktion der GrüBen: 


6, a œ,—a,(é—r) 


und zwar derart, daf er konstant ist für ZE? — R°? und null für 
grôBere Werte der Summe. Der ursprüngliche Ausdruck von ® 
lautet, ausführlicher geschrieben: 


: dx dy de 
® ; S Wa m Co mur) 
0 = JR nl 


Es empfehlt sich, hier die Relativkoordinaten £, als neue Variable 
einzufübren. Durch Berechnung der Funktionaldeterminante der 
1, nach den Ë, geht ® zunächst über in: 


G (2, 0 — JÉURE m 4) NS es 


Es bleibt die Aufgabe, den Nenner N als Funktion der £, dar- 
zustellen, und das ist der Punkt, wo die Voraussetzung der ana- 
lytischen Bewegung in’s Spiel kommt. Es gilt nämlich: 


m= Elta) = Zfai—E,—0,(—r)f 


und, wenn man a, in Potenzreihen nach der Zeit entwickelt: 
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D DE —£,—a,()+u,(ir—u! OE At, OS 3T | HI) 


Aus dieser (im allgemeinen transcendenten) Grundgleichung 
kann man » explizit als Funktion der £, in Gestalt einer nach den 
Potenzen von u,(f), w,(t) u.s.w. fortschreitenden Reïhenentwicklung 
gewinnen. 

Man erhält eine erste Annäherung 7, indem man u!, #, u.s.w. 
vernachlässigt. Es geht dann die Grundgleichung in eine quadra- 
tische Gleichung für 7 über und es folgt als deren positive Lôsung: 


ru) = k+1, 1) 
Dabei sind nachstehende Abkürzungen eingeführt: 


= Zu k= Vi) SEE) FT 
ë, — 2,—a,()  l= Zu,(é,—E£,) 
Die £, bedeuten Relativkoordinaten des Aufpunktes gegen den 
Mittelpunkt des Elektrons in seiner Lage zur Zeit {. Die Wurzel 
k ist stets absolut zu nehmen. 

Setzt man diesen Näherungswert in den mit w! behafteten 
Gliedern der Grundgleichung ein, so erhält man unter Berücksich- 
tigung der ersten Potenzen von u, die zweite Näherung, bei der 
wir stehen bleiben wollen: 


2) 


7° 7? 
re r—iT Zuu—3 7 Z(E—É,)u. 3) 
Bildet man nun den ganzen Nenner N: 
N — r—Z[é,+a,(t)—6,—a,(t—r)] u,(£—r) 
= r-2(8-6+u@r-005+.]le-ure ee 


so erhält man durch Einsetzen aus (1) und (3) in der gewünschten 
Annäherung : 


k— ee o_ 2k° ÉrtEE , 
und damit für ®: 
PE EE 
IVa) 
1 . P—} —3k" 1—27 


N = Etape 266) + Gp 24% 


"dl 
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Die Entwicklung der Funktionen I, erfolgt auf vüllig ent- 
sprechende Weise. Man hat hier nur z.B. bei 1° dem Integranden 
den Faktor 

3 
on) = u,+p,6-pn-rlu+pié-piul+ lé +né-rinl. 


hinzuzufügen. 
Es empfehlt sich dabei, die Hülfsfunktionen: 
0Ë0n0 
9, (6, 2°, ÿ°, 2) — ik É _— 


einzuführen. Damit wird der Ausdruck von I: 


: l 
T, = u,9+p,9.-2,9,— 5 fo onètx|1 ++] 


: l 
- ne anna IV) 
14% É 1+k% 
+ Patonorx ee féromat en GE 


Ich bin hier in der Annäherung — in Rücksicht auf spä- 
teres — etwas weiter gegangen, indem ich die Glieder mit p, 
noch mitgenommen habe. 

Es ist ersichtlich, wie man diese ganzen Entwicklungen, von 
der Grundgleichung (III) ausgehend, beliebig weit fortsetzen 
wird. Die Convergenzfrage für die entstehenden Reïhen läft sich 
in bekannter Weise mit Hülfe der Majorantenmethode beantworten. 
Die Convergenz wird offenbar davon abhängen, ob man den Wert 
der Potentiale in einem dem Elektron näher oder ferner gelegenen 
Punkte 2°,y°,2° berechnen will. Je weiter der Punkt entlegen ist, 
um so frübere Lagen des Elektrons kommen für das zu einer be- 
stimmten Zeit in diesem Punkte herrschende Feld in Betracht, 
für umso längere Zeitdifferenzen #’—{ werden die Entwicklungen 
(II) in Anspruch genommen. In der That ergiebt die Majoranten- 
methode das folgende Convergenztheorem: 


» Die Entwicklung der Mittelpunktskoordinaten und Rotations- 
geschwindigkeiten des Elektrons nach Potenzen der Zeit müge 
konvergieren für ein Zeitintervall (é/—t) < T. Entwickelt man 
dann die für den Moment é im Raumpunkt 2°,y°,2° gültigen Werte 
der retardierten Potentiale nach den Potenzen der Beschleunigungen 
und ihrer sämtlichen Derivierten, so konvergieren diese Entwick- 
lungen, wenn der Punkt 4°,y°,2° innerhalb einer Kugel um den 
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Mittelpunkt des Elektrons (für dessen Lage zur Zeit t) liegt vom 
Radius: 
o < VTK, 


wobei # einen numerischen Faktor bedeutet, der endlich ist, so- 
lange die Maximalgeschwindigkeit des Elektrons unter der Licht- 
geschwindigkeit bleibt“. 


Ist insbesondere T — ee, T also grôBer als ein bestimmtes 


endliches Vielfaches der Zeit, innerhalb welcher das Elektron vom 
Lichte überstrichen wird, so konvergieren die Entwicklungen für 
alle Punkte innerhalb des Elektrons selbst. 

Die Entwicklungen (IV) von ® und I, und dieses 
Convergenztheorem sind es, welche für die folgenden 
Ableitungen gebraucht werden. 


$ 3. Das Variationsprincip. 


Das erste der beiden früher von mir angegebenen Variations- 
prinzipe ‘) kann man folgendermafen aussprechen. Man bilde die 
Grôle : 

2T = fdoy[-D+2v,r] Va) 
das Integral über den ganzen Raum erstreckt. © und F,, seien 
dabei die Werte der retardierten Potentiale, wie man sie aus der 
früheren Bewegung der Elektrizität nach (1) berechnet. Die Com- 
ponenten der äuBeren Kraft, welche auf die Materie wirkt, an der 
die Elektrizität haftet, mügen mit F, F, F, bezeichnet werden. 
Man betrachte die wirkliche Bewegung der Elektrizität zwischen 
den Zeiten {, und #, und eine Nachbarbewegung, welche dadurch 
entsteht, daB der bei der wirklichen Bewegung zur Zeit { an der 
Stelle x, y, z befindliche Massenpunkt um die Strecken Ôx, dy, dz 
verschoben wird. Die hierbei am Raumpunkte x, y, z erfolgende 
Aenderung von y und #v, bezcichne man mit dy und d(yv,). Es 
gilt dann der Satz: 


LA 
[at Ja [- 84. D + 20 (yv,)T, + ZF,6x,] = 0 
to 


unter der Voraussetzung, daB für die Grenzzeiten f, und f#, die 
Verschiebungen ôx, verschwinden. Hebt man letztere Beschrän- 


1) Diese Nachrichten, 16. Mai 1908. 


1% 
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kang auf, so wird die Variation nicht gleich null, sondern, wie 
man leicht zeigt, gleich: 


| fawx. 382,7] Vb) 


hu 
to 
Das Eigentümliche dieses Variationsprinzipes ist, daB das durch 
D und l' ausgedrückte Feld nicht mitvariiert werden darf, als 
»ygegeben“ zu betrachten ist. Dadurch wird es aber für unsern 
Zweck ungeeignet. Denn bei dem Problem der Bewegung des 
Elektrons hängt das Feld von dieser Bewegung selbst ab. Wollten 
wir die Integralausdrücke (1) der retardierten Potentiale in J ein- 
setzen, so erhielten wir eine Funktion der Geschwindigkeiten des 
Elektrons, bei welcher die Geschwindigkeiten nicht überall va- 
rliert werden dürften. Die Variation wäre keine totale. 

Diese Schwierigkeit wird auf die unmittelbarste Weise um- 
gangen, indem man wider die Vorschrift des obigen Variations- 
prinzips J total variiert und die Gesamtvariation zu bestimmen 
sucht. Was dann entsteht, ist freilich nicht das frühere Varia- 
tionsprinzip, aber ein neues von einer Beschaffenheit, welche es 
gerade für unsere Zwecke brauchbar macht. 

Man bezeichne die durch eine beliebige Variation der voraus- 
gehenden Bewegung der Elektrizität herbeigeführte Aenderung 
von ® und I, im Punkt x, y, z mit dd und Ô1}. Dann hat man 


v 


bei totaler Variation von J: 
ef2Jat = [atfdo(—-0zD--y0 D +20 (yv,) I, + Zyv, or]. 


Diese Variation läft sich in folgender Weise umformen. Die re- 
tardierten Potentiale genügen bekanntlich den Gleichungen: 


0® 7, 
Daraus folgt : 
9’0D d'0T, 
= 40D+4x0% ete AÔT,+4x 0 (yv,). 


Begrenzt man das Volumen w, über welches man das Integral 
J erstreckt, durch eine Kläüche s, die zunächst nur an die Bedin- 
gung gebunden ist, daf sie alle vorhandene Elektrizität (alle Elek- 
tronen) cinschliefen mu und bezcichnet die äuBcre Normale von 
s mit >», so ergiebt sich durch cinfache Anwendung der Green’- 
schen Sätze: 


jrs 
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4 
o farar s- 
% 


1 
RENTE SES 


2 2 2 
+ ja Lo D ET CRE PERTE Se] 


ETS Der WT 
ôœ 006 ôT, 607, 
Le f dt LEE — Er, Do ] 


Was das erste Integral rechts angeht, so wissen wir aus dem 
früheren Variationsprinzipe (V), da8 dasselbe den Wert hat: 


tu 
2 | fa o4ET, DA — 2 fdtô A 
Rs 


0 b 


wobei zur Abkürzung mit: 0A = fdo ZF,0x, die Arbeit der 
äuBeren Kräfte bezeichnet ist. Setzen wir ferner für einen 
Augenblick : 

00 0® 


287 = 2% 00 —2| 


oÔT, or 
"7 ôt rot ), 


so lautet das zweite Integral rechts: 


juf: fn. se 


Wenn wir uns nun entschlôssen, die Fläche s in’s Unendliche 
rücken zu lassen, und zugleich voraussetzten, daB alle elektrische 
Ladungen im Endlichen liegen, so verschwände das Oberflächen- 
integral und es folgte: 


fuar+s. 1] = [fs +3ET, 1] 


Indessen würde das hier zu Tage tretende Variationsprinzip 
unserem Vorhaben nicht angepañit sein, für ® und F7, die Reihen- 
entwicklungen des vorigen Paragraphen einzusetzen, da diese nur 


t, 


bo 
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für ein begrenztes Gebiet konvergieren. Ich wähle daher für die 
Begrenzung s von æ eine im Endlichen liegende Fläche und zwar 
— indem ich aus den allgemeinen Betrachtungen zu dem Fall des 
einen im Raume existierenden Elektrons zurückkehre — in jedem 
Augenblick eine zum Elektron konzentrische Kugel, welche das 
Elektron umschlieft; der Radius der Kugel môge im übrigen vor- 
läufig unbestimmt bleiben. 

Es wird nützlich sein, von jetzt an besonders zu kennzeichnen, 
daf der Punkt, von dem die Potentiale ® und FI, abhängen, und 
welcher bei den vorstehenden Integrationen & und s durchwandert, 
der frühere Aufpunkt x ist, und das soll dadurch geschehen, daf 
do und ds den Index ° erhalten. Ferner führe man wieder die 
Relativkoordinaten des Aufpunktes, bezogen auf die gleich- 
zeitige Lage des Mittelpunkts des Elektrons, ein: 


E, — 2 —@(t) 
und bezeichne die Differentiation nach der Zeit bei festgehaltenen 
£, mit _ Dann gilt: 


Ô Ô Ô d (e] 
TE — ET a 2 . 


Beachtet man, da8 die Kugel w° in diesen Relativkoordinaten un- 
veränderlich ist, so erhält man leicht: 


t 
É D = |/9 do? 200] “he SE uaU, 
Ox ot : 


0 
wobei unter «, die Projektion der RCA D des Elektrons 
auf die Normale in (s° verstanden ist, 
Benutzt man schliefilich noch die Abkürzung: 
Ô Ô 0) 

on TS — de 9) 
so erhält man die folgende endgültige Form des 
ec un epneAnes 


ja (OT + 84) — + fa 


lo 


= d fus aie Te 90) VD 


‘ôT, 
= Î day ET dr, nf du so De 2 (er, © . MS Se) 


ot ot * dt 


72 
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Die elementare Arbeit dA der äuBeren Kräfte hat für das 
einzelne Elektron den Wert: 


dA = ZS,da,+ZD, 00, 


wo $, und D, die äuBeren Schiebe- und Drehkräfte, da, und Ôo, 
Verrückungen und Drehungen des Elektrons sind. 


Wollten wir — worauf jedoch von vornherein verzichtet 
werden soll — dem Elektron wirkliche Masse zuschreiben, so 


müfte unter dem Integrale links noch ein Glied of dm + hinzu- 
gefügt werden. 


$ 4. Allgemeine Bemerkung über analytische Variationsprinzipe. 


Denkt man sich in das eben aufgestellte Variationsprinzip die 
in $ 2 angedeuteten Reiïhenentwicklungen für ® und T1}, eingesetzt, 
so wird dasselbe von folgender Beschaffenheit: J erscheint als 
Reïhenentwicklung nach Potenzen von u!, w}, p}, p, u.s.w., deren 
Koeffizienten von «, und p, abhängen. Die GrôfBen Ô W und Ô0V 


erhalten die Form: 


ÔW— Z0a,4,+00,B,+0u,4,.,+0p,B,,+0u,14,,+0p,B,,+::., VII) 
ÔV— Zôa,P,+09, Q,+ du, P, rt ôp, @.. Fou SES ,+0p,@, a M 


wobei die À,,B,, P,,Q,, 4,,,, ?,, u.s.w. wiederum Reïhenentwick- 
lungen nach w}, p} u.s.w. sind. 

Zieht man die Fläche s bis auf die Oberfläche des Elektrons 
zusammen, so zeigt das Convergenztheorem aus $ 2, da die Ent- 
wicklungen der Grüfien J, À,,P, u.s.w. konvergieren, wenn für 
die mte Derivierte von « und p gilt: 


(m) rs AUD 4 12 i EU 
u, < Tr" ?, < TRE (2 ET I 17 ’ 
Damit aber auch die ganzen Reihen (VII) für Ô W und Ô F” kon- 
vergieren, mu die variierte Bahn denselben analytischen Charakter 
haben, es mu gelten: 


y endlich.) 6) 


Cm) ! m ! 
x (y! endlich), 7 


wenn wir uns die Bahn etwa abhängig von einem Parameter « 
denken und die Variation der Bahn durch Variation von « be- 
wirken. 

Nr EC 
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Wie allgemein und unbeschränkt daher auch das Prinzip (VI) 
in Bezug auf die Art der erlaubten Variationen ursprünglich 
sein mag — sobald wir die Reiïhenentwicklungen nach den w;,p, 
u.s. w. und deren Variationen benutzen wollen, stehen uns nur 
analytische Bahnen mit der Beschränkung (6) und Variationen 
mit der Beschränkung (7), die wieder zu analytischen Bahnen 
führen, zur Verfügung. Mann kann dann nicht die übliche Schlu8- 
weise zur Ableitung der Differentialgleichungen des Variations- 
problems anwenden, da mit den Werten der Variabeln a,, w,, u! 
u.s.w. für die Anfangszeit bereits der ganze Verlauf der Be- 
wegung bestimmt, eine reinliche Trennung zwischen Anfangswerten 
und Endwerten einerseits, Zwischenlagen andrerseits nicht durch- 
zuführen ist. Trotzdem folgen auch bei Beschränkung auf ana- 
lytische Bahnen noch diejenigen Differentialgleichungen, die man 
nach dem üblichen Variationsverfahren erhalten würde. 

Man erhält aus (V) durch Verschiebung der oberen Integral- 
grenze £,: 


8T +84 = SW + VIa) 
Es ist ferner: 
om + 7 de: ( + 4) +60, (Te + P,+ Aus) 
+ dus (2 + P,,+ 4) 
VIIa) 
+3 do, (%e+8.)+ 0 +07, (+. 
+ôp, (ue + Q., + B,.) 
be 


Man kann für den Moment é, alle Variationen da,, du,, du! ... 00, 
ôp,, dp, ...innerhalb gewisser durch die Convergenz bestimmter 


Grenzen willkürlich geben. Nur die GrôBe 22 ist dadurch mit 


bestimmt. Denkt man sich nämlich für einen Augenblick die 
Drehungen 60, als Funktionen der Zeit vorgeschrieben, so erhält 
man durch eine einfache Zusammensetzung elementarer Drehungen 
die daraus hervorgehenden Aenderungen der Rotationsgeschwin- 
digkeit : 


dè 
dp, = ne + de, p. — 00,pb, 
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(nebst den beiden entsprechenden Gleichungen) und daraus folgt 


umgekehrt die gewünschte Darstellung von e durch de, und dy, : 
dope, 
mu — dP,+00,r, —00,p, 
dd 
a = dp,+ 00.p, + 00,p, 
dù 
D = ôp, + 80,p. — 80.P,. 


Setzt man dies in (VIa) und (VIIa) ein, ordnet überall nach 
den Variationen da,, du,, d0,, 0p, u.s.w. und setzt deren Coeff- 


zienten gleich null, so erhält man: 


#4 :e PL dQ, 

S, À D; F2 B, dt q,Q, 

CB dr, CAES + 40. 

ra Fi le LR +Q, VIIa) 
re 1508 cp dQ,. 

Fons MST ions AE nn ioEr Le 


u. s. w. (nebst den entsprechenden Gleichungen für die andern 
Koordinaten). Durch wiederholte Differentiationen folgt: 


ÔJ d {0J d 
usine DU ÈS (= CA) 

0J d [0J d? 

Q, = Be (on Ba) gs 
Denkt man sich diese Funktionen 


o 
(aug — 4) 
VIII) 
(a À 
Ou A “)- 


der Geschwindig- 


keiten und ihrer Derivierten berechnet, so sind die 
Bewegungsgleichungen in den ersten Gleichungen 
des Systems (VIITa) gegeben, sie lauten also: 


dP, 2" dQ, 

“our Le dt a 

aP, dQ, 

+4 =S, “+ B,+p.0.-p,0. = D, VII) 
dP, 4 dQ, 

x +4, Fer 5, dt setip +p,0,—p.Q, D,. 


258 K. Schwarzschild, 


Die Vektoren P und Q sind in Analogie zur gewühn- 
lichen Mechanik als verallgemeinerter Schiebeimpuls 
und Drehimpuls zu bezeichnen. 

Die Gleichungen (VIIIb) und VIllc) stimmen, wie 
leicht nachzurechnen ist, in der That überein mit 
den Bedingungen, die man nach dem gewôhnlichen 
Variationsverfahren erhalten würde. 


$ 5. Uebergang auf quasistationäre Bewegungen. 


Sofern wir die Darstellung der retardierten Potentiale durch 
Reïhenentwicklungen benutzen wollen, müssen wir uns bereits auf 
die Behandlung solcher Bewegungen beschränken, bei denen die 
Entwicklungen der Coordinaten des Elektrons nach # konvergieren 
für eine Zeitspanne von der GrüfBenordnung derjenigen Zeit, in 
welcher das Licht das Elektron überstreicht. Indessen werden 
wir im folgenden in der Spezialisierung wesentlich weiter gehen 
und nur solche Bewegungen in Betracht ziehen, bei welchen bereits 
einige wenige Glieder der Taylorentwicklung eine gute Annäherung 
darstellen, Bewegungen, die man mit einer gewissen Er- 
weiterung des Begriffs als quasistationär bezeich- 
nen kann. 

Man kann stets aus den Gl. (VIIIc) ausrechnen, mit welchen 
Kräften $S,, D, man das Elektron führen muB, damit etwa die 
dritten Derivierten der Coordinaten verschwinden oder sehr klein 


bleiben. Das ist aber nicht das eigentlich interessante Problem. 


Vielmebr wünschen wir zu erfahren, ob und welche quasistationäre 
Bewegungen ein Elektron ausführen kann, welches frei ist oder 
willkürlichen relativ kleinen äuBeren Kräften unterliegt. Will 
man an dieses Problem herankommen, ohne gar zu viel überflüssige 
Arbeit zu leisten, so ist ein gewisses Tatonnieren unumgänglich. 
Ich bin zuerst in der Weise vorgegangen, daf ich die Translations- 
und die Rotationsgeschwindigkeiten w und p beliebig groB (erstere 
nur unter der Lichtgeschwindigkeit) annahm, hingegen von den 
Beschleunigungen w’ und p' in den Bewegungsgl. nur die ersten 
Potenzen berücksichtigte, hühere Derivierte w”, p” u.s. w. aber ganz 
vernachlässigte. Es stellte sich heraus, daB eine solche Bewegung, 
wenn wirklich #’ und y’ klein, #” und ?” von hüherer Ordnung 
klein werden soll, im allgemeinen nicht ohne relativ grofe äufere 
Kräfte stattfinden kann. Wollte man zu Bewegungen unter kleinen 
und schliefilich verschwindenden äuferen Kräften gelangen, s0 
brauchte man zwar die Translationsgeschwindigkeit keiner neuen 
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Grenze zu unterwerfen, aber die Rotationsgeschwindigkeit mufte als 
klein vorausgesetzt werden, es mufte angenommen werden, daf 
die Oberfläche des Elektrons durch die Rotation mit einer gegen 
V kleinen Geschwindigkeit herumgeführt wird. Dabei trat der 
folgende Umstand ein. ÆEntweder man vernachlässigte die dritte 
Potenz der Rotationsgeschwindigkeit. Dann zeigte es sich auch 
als zulässig, nur p’ mitzunehmen, wie es von Anfang an geschehen 
war, und p” zu vernachlässigen, die ursprünglichen Entwicklungen 
reichten aus. Aber es gingen bei dieser Verstümmelung des 
Problems grade die interessantesten Eigentümlichkeiten der Elek- 
tronenbewegung verloren, Oder aber man entschlof sich, noch 
die dritten Potenzen von p mitzunehmen. Dann konnte p” nicht 
vernachlässigt werden, die ursprünglichen Entwicklungen muften 
ergänzt werden. So stellte sich schliefilich heraus, daf für 
eine freie oder geringen äuBeren Kräften unter- 
worfene quasistationäre Elektronenbewegung, die 
Ordnung der verschiedenen auftretenden GrôüBen, 
gemessen an der Rotationsgeschwindigkeit, deren 
linearen Betrag für die Oberfläche des Elektrons 
ich mit & bezeichnen will, in nachstehender Weise 
anzusetzen war: 


GrôBe Ordnung GrôBe Ordnung 
u' oder schärfer CR du p oder schärfer & 
n u"R? ‘ Li : 
os » pr ë Did » Pr sa CS) 
: "R3 : : gi 
u” L : uw _ 5 p . s Ua Vi £ 
u. 8. W. 


Von diesem Resultat der Voruntersuchung ausgehend schlagen 
wir nun folgenden Weg ein. Wir stellen die Bewegungsgleichungen 
(VIIIc) auf und vernachlässigen in denselben alle Grôfen, welche 
in der eben fixierten Zählweise von der Ordnung s* werden. Es 
ergiebt sich, daB die restierenden Gleichungen durch eine Bewegung 
befriedigt werden, bei welcher die Geschwindigkeiten und ihre 
Derivierten wirklich die vorausgesetzte GrüBenordnung haben. 
Daraus folgt, da die so gefundene Bewegung für beschränkte 
Zeit eine Annäherung an die wirkliche Elektronenbewegung dar- 
stellen muB, welche um so besser sein wird, je kleiner der Para- 
meter &, die Rotationsgeschwindigkeit des Elektrons, gewählt wird. 
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Nachdem die Genauigkeitsgrenze auf &° inkl. in den Bewe- 
gungsgleichungen festgelegt ist, lassen sich die Darstellangen (VITIb) 
der Impulsvektoren wesentlich vereinfachen. Die erste Differen- 
tiation einer Funktion nullter Ordnung von 4, p, uw’, p’ u. 8. w. 
nach der Zeit liefert eine GrôBe mindestens der Ordnung &*, da 
alle Glieder als Faktor «’ oder p’ oder eine noch hôhere Derivierte 
enthalten müssen, jede weitere Differentiation erhôht die Ordnung 
mindestens um «s. Daraus ist abzulesen, daBf man sich für die 
Impulskomponenten bei der verlangten (Genauigkeit auf die 


Terme : 
OJ d {0J 
P,= nn tr 2 4) 
8) 
0J d (dJ 
Q, == an Be (or —B,,) 
beschränken kann. Prüft man weiter, welche Kenntnis von J 
erforderlich ist, so sieht man leicht, da8f man mit den nur von 
u und p abhängigen und den in den Beschleunigungen «’ und ?' 
linearen Termen ausreicht. Weiter unten wird J in dieser Ge- 
nauigkeit berechnet werden. Wir wollen uns zunächst näher mit 
den aus der Variation 0W entspringenden verschiedenen GrüBen 
À, B beschäftigen und zwar führen wir den 


$ 6. Nachweis des Verschwindens von d W für quasistationäre 


Bewegungen. 
Der Ausdruck (VI) von 0 W lautete: 
FL RE a fepos-o-2(er, Po de | 
Ô 06 06 


und nach (VII) sollte sein: 
ÔW — Zôa,A,+00,B,+ 0u, À, ,+ dp, B,,+ du, A4,,+0p,B,,+::: 


Es ist mit einer Betrachtung der Fläche s, über welche 
das Integral d W sich erstreckt, zu beginnen. Oben war ange- 
geben, daB dieselbe eine das Elektron konzentrisch umschliefende 
Kugel von vorläufig unbestimmtem Radius sein sollte. Es würde 
sich aber in den bisherigen Ableitungen nichts ändern, wenn wir 
für s eine beliebige das Elektron umschliefende und parallel zu 
sich selbst mit ihm fortschreitende Fläche nehmen würden. In 
der That wollen wir eine zweite derartige Fläche 5, welche das 
Volumen & umschliefen môge, in's Auge fassen, und alle GrôBen, 
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welche bei dem Ersatz von s durch 5 und © durch & sich ergeben, 
ebenfalls mit einem Querstrich versehen. 

Wir ziehen ferner noch für einen Augenblick das oben ein- 
gefübrte über das Volumen © erstreckte Integral 0 V heran. Man 
zeigt durch dieselben Umformungen mit Hülfe der Green’ schen 
Sätze, die in $ 83 zur Ableitung des Variationsprinzipes erforder- 
lich waren, da die Gleichung besteht: 


WE = OW+ 9) 


da der Ausdruck ow+ LT von der Wabhl der Fläche 


s unabhängig ist. 

Unter (VIIa) war dieser Ausdruck bereits nach Variationen 
da,, de,, dp, u.s.w. zerlegt, und es sind die dort auftretenden Fakto- 
ren der einzelnen Variationen — wie z. B. of  — Q,,+B,, 
u.s.w. — die nachher in die Bewegungsgleichungen eingehn. 
Jeder Faktor selbst ist in eine Reïhe nach den u!, p! u.s.w. ent- 
wickelbar unter der einen Voraussetzung, daf die Fläche s und 
das Volumen &, über die bei der Bildung von Ô W und Ô0V zu in- 
tegrieren ist, noch vüllig im Convergenzbereich der Entwicklungen 
der retardierten Potentiale liegt. Ich will eine solche Entwicklung 
etwa andeuten durch die Gleichung : 


ar 
de js A, Fr /, a > CARLA + » y D, + >> >> Us,u,v DyUy An 10) 


Jeder Entwicklungskoeffizient « stellt sich seinerseits dar durch 
ein Integral teils über die Fläche s, teils über das Volumen «. 


Nun ist der ganze Ausdruck ew+ unabhängig von der 


Wabl der Fläche s. Dasselbe folgt daher auch für den Faktor 
jeder einzelnen Variation und auch für die Coeffizienten « jeder 
einzelnen Potenz von u!,p} u. s. w. in den Reïhenentwicklungen 
dieser Faktoren. Es folgt zunächst für alle Flächen s, die im 
Convergenzgebiet der Entwicklungen liegen. Da man aber die 
u!,p, u.s.w. in der Identität (9) beliebig klein wählen kann, so kann 
man das Convergenzgebiet beliebig vergrüfern und gelangt damit 
zu dem Satz: 

Hat man die in den Bewegungsgleichungen (und 
den Gleichungen VIIIa)) auftretenden Combinationen 
der GrôüBen 4,,B,, P,,Q, u. s. w. in Potenzreihen nach 

Kgl Ges, à. Wiss. Nachrichten. Mahem.-phys. Kl. 1908. Heft 6. 18 
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den u!,p! u.s.w. entwickelt, so sind die einzelnen Ent- 
wicklungskoeffizienten unabhängig von der Wahl 
der Fläche s Speziell darf die Fläche s bei ihrer 
Berechnung ins Unendliche verschoben werden.“ 

Es ist natürlich nicht zu übersehen, daf die Verschicbung 
von s in’s Unendliche erst nach der Ausführung der Entwicklung 
vorgenommen werden darf. - 

Wollen wir auf Grund dieses Satzes zeigen, daB die für uns 
in Betracht kommenden Terme von Ô W verschwinden, so haben 
wir zweierlei GrôüBenabschätzungen vorzunehmen, von dencn die 
eine das Verhalten von ® und I, im Unendlichen betrifft, die 
andere auf die Ordnung der einzelnen Glieder in Bezug auf die 
Rotation & Rücksicht nimmt. 

Was erstere angeht, so kann ich mich mit folgenden Bemer- 
kungen begnügen. Es sei p der Abstand des Aufpunktes von 
Mittelpunkt des Elektrons. Rückt der Aufpunkt in’s Unendliche, 
so werden die in $ 2 eingeführten HülfsgrôBen Z und #4 beide von 
der Ordnung @ unendlich. Daraus läft sich die Ordnung aller 
Terme der Entwicklung (IVa) von ® im Unendlichen ohne weiteres 
ablesen. Etwas mehr Vorsicht erfordern die von den Rotationen 
herrübrenden Terme in der Entwicklung (IVb) der 1}. Um ein 
Beïispiel herauszugreïifen, das Integral: 


l 
'atën8eun + 


scheint auf den ersten Blick im Unendlichen endlich, von 0. Ord- 
nung zu werden, da ! und # beide von der Ordnung @ werden. 


Betrachtet man aber den Quotienten re näher, so sieht man, da 


k 
im Unendlichen: 
l B 
— —= + = 
k o 


wird, wobei « nur von den Coordinaten £? des Aufpunktes, nicht 
mehr von Ë, 7, 6 abhängt und B endlich bleibt. Setzt man diesen 
Ausdruck unter dem Integral ein, so verschwindet das Integral 
über « aus Symmetriegründen und es zeigt sich, daB das ganze 


Integral im Unendlichen von der Ordnung + wird. Aehnlich 


werden alle von der Rotation herrührenden Terme in den I, um 


eine Ordnung kleiner, als die erste Abschätzung aus dem Unend- 
lichwerden von # und Z zur Ordnung @ ergiebt. 
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Wenn wir zweitens die Grüfenordnung in Bezug auf den 
Parameter e bestimmen wollen, so ist zuvôrderst zu prüfen, in 
welcher Genauigkeit wir die Grüfien 4,, B,, A,,, B,, u.s.w. kennen 
müssen, um die Bewegungsgleichungen in s° inklusive richtig zu er- 
balten. Man fasse z. B. 4,, ins Auge. Man kann À,, zerlegen in 
einen Teil T(4,,), der von den RotationsgrüBen garnicht abhängt 
und den wir als ,translatorischen“ Teil von À; bezeichnen künnen, 
und in einen Teil R(4;.), der von der Rotation mit abhängt. 
Der erste Teil wird (vgl. IX) bei einmaliger Differentiation nach 
der Zeit von der Ordnung s°, der zweite nur von der Ordnung &°. 
Jede weitere Differentiation nach der Zeit vermehrt die Ordnung 
überall mindestens um &. 


Man zählt analog hierzu aus den Bewegungsgleichungen und 
Impulsentwicklungen (VIIIb), (VIIIc) ab, daf man kennen muñ: 


A, und B, bis zur Ordnung &° inkl. 
ROADSTER (BY); p à 


ATP). n € 
ER (FR »'R (B,,) n n £ 
Tiads,), 2(B) garnicht. 


Es empfehlt sich, die beiden Grüfien À,, B, zunächst aus- 
zuschliefen, was dadurch geschieht, daB man in d W die Variationen 
da, — de, — 0 setzt. Nach dieser Ausscheidung lassen sich die 
vorstehenden Forderungen so zusammenfassen. Man beschliefe, 
rein formal 


du,, dp, als GrôBen der Ordnung & 


! [1] 2 
dus, ÔPy » » » n £ 


zu zählen und allen ,translatorischen“ Termen bei der Zählung 
der Ordnung den Faktor & hinzuzufügen. Dann wird alles in 
allem die Kenntnis von SW bis zur Ordnung &° inkl. verlangt. 
Nunmebhr sind die Entwicklungen (IV) der retardierten Poten- 
tiale im einzelnen auf ihr Verhalten im Unendlichen und zugleich 
auf ihre GrüBenordnung in € zu prüfen. Ich schreibe im folgenden 
in einer symbolischen Form, die wohl keiner weiteren Erläuterung 
bedarf, die Ordnung der auftretenden Terme an. Dabei lasse ich 
alle Glieder mit dem Faktor s* weg, ferner alle Glieder, die aus 
einem bereits aufgetretenen Glicde durch Maultiplikation mit einem 


1 ; ; ; 
Faktor — oder & hervorgehen. Die rein translatorischen Terme 
à 


behandle ich getrennt von den andern und kennzeiche sie durch 


18* 
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einen Faktor r')} Es ist ersichtlich, daf die Entwicklungen (IV) 
in den Termen bis zur Ordnung &° vollständig sind. Es findet sich: 


= r(—+e) D efe+e)+ he te. 
(4 ( Q (4 


Die von dw,, Ôp,, du, und ôp, abhängigen Teile der Variation von 
® und I, sind durch Differentiation der Entwicklungen (IV) ohne 
weiteres zu bilden. In Rücksicht auf die festgesetzte GrüBen- 
ordnung von du,, 0p, u.s. w. erhält man: 


2 3 
ô® — (24e) ôT, — (4e) + 
e e ee 


Es ist dabei zu bemerken, daB es für den rein translatorischen 
Charakter eines Terms nur wesentlich ist, dafi er von p,, +, pr 
frei ist, während das Auftreten der Variationen ôp,, dp, nicht in 
Betracht kommt. 


Weiter folgt: 


DÔD — #+(5+ 
11) 
NS el € . ca ml £ 
Pod; = def e)+e —+e)+ 
9 9 e \0 (Q 
Der in d W auftretende Integrand entsteht nun dadurch, dafi immer 


an einem der beiden Faktoren dieser Produkte, an ® oder 0, 
an J, oder ÔI,, die Differentiation . vollzogen wird. Es ist 
nach (4) und (5): 

() Ô Ô 

A | 


es handelt sich also entweder um eine Differentiation nach den 
Coordinaten des Aufpunktes oder um eine Differentiation nach 
der Zeit bei festgehaltenen Relativkoordinaten desselben. Die 
Beobachtung der Entwicklungen (IV) von ® und I, läfit crkennen, 


da bei der ersteren Diffcrentiation die Ordnung um _ bei 


letzterer mindestens um & steigt. 


1) Dic Vorscbrift, translatorische Terme mit dem Faktor s? zu versehen, 
kommt noch nicht bei ® und I}, sondern erst bei der Bildung von d W selbst 
zur Geltung, und wird durch Einfübrung des Faktors + nur vorbereitet. 
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Man beachte noch, da bei der Differentiation _ eines Faktors 


der Produkte ®0® translatorische Terme translatorisch bleiben. 
Translatorisch sind aber gewiB die Terme, welche den Faktor v‘ 
haben, da sie nur durch Maultiplikation zweier translatorischer 
Terme entstanden sein künnen. Man darf daher gemäB der obigen 
Vorschrift in (11) tr” — &* setzen (deswegen nicht aber tr — &) 


und erhält zunächst: 


3 3 


DD = TOI, = < + 
(a 9 ( 
Maultipliziert man hier in Rücksicht auf die Differentiation Ê 


06 


entweder mit dem Faktor = oder mit dem Faktor &, so erhalten 


alle Terme, welche nicht wegen des Faktors s° weggelassen werden 
künnen, die Potenz @° im Nenner und verschwinden daher, 
wenn man über eine im Unendlichen gelegene Fläche 
s integriert. | 

Es erübrigt noch die Bestimmung der oben ausgeschlos- 
senen GrüBen À, und PB, bis zur Ordnung &. Hier ist zu- 
nächst klar, daf die P, in aller Strenge verschwinden, da eine Dre- 
hung do, des um seinen Mittelpunkt symmetrischen Elektrons das 
Feld nicht ändert und Z B, 00, eben die aus der Drehung hervor- 
gehende Variation von ÔW darstellen sollte. Auf der andern 
Seite hat man für die Variationen von ® und 1, die aus den 
Verrückungen da, hervorgehn und in d W” den Teil Z 4, da, liefern: 


0 ol" 
Lémtrplie re TPE 

Bestimmt man die GrüBenordnung dieser Variationen in der 
früheren Weise, indem man noch die da, als von der Ordnung 0 
zählt und die hier überflüssige Trennung') in translatorische 
und rotatorische Terme unterläfit, so findet man: 


3 3 
Dee UN - 
# bn, 
3 3 
Ditelet ei, Lil. — a 
ee ee 


Fügt man schliefilich in Rücksicht auf die Differentiation bei der 


1) Die Trennung ist übertlüssig, weil dic À, in den Bewegungseleichungen 
nicht nach der Zcit diflerenziert werden und erst diese Differentiation cine Be- 
vorzugung der translatorischen Terme herbeiführt. 
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Bildung des Integranden von SW entweder den Faktor ch oder 


den Faktor «e hinzu, so verschwinden auch hier alle Glieder von 
der Ordnung #&°, wenn die Fläche s ins Unendliche rückt. Damit 
ist das Resultat gewonnen: Alle in Betracht kommenden 
aus 0 W stammenden Glieder in den Bewegungs- 
gleichungen verschwinden, wenn mandie Fläche 
sin's Unendliche rückenläfBt. 

Es kônnte scheinen, als ob wir nun auch noch die Entwick- 
lung von ÔV darauf prüfen müften, wie sie sich beim Hinaus- 
rücken der Fläche s ins Unendliche verhält. Indessen ist dies 
überflüssig auf Grund folgender Überlegung. Die Entwicklungs- 
koeffizienten « irgend einer in den Bewegungsgleichungen auftre- 
tenden Combination von À, B, P, Q, u.s.w. nach dem Muster 
der Gleichung (10) setzen sich aus einem Oberflächenintegral und 
einem Volumenintegral zusammen. Wählt man s und © endlich, 
so sind beide Integrale endlich. Läft man s in’s Unendliche 
rücken, so haben wir eben nachgewiesen, da in allen in Betracht 
kommenden Coeffizienten das Oberflächenintegral endlich bleibt 
und sogar verschwindet. Daraus folgt, da auch das Volumen- 
integral endlich bleiben muf, wenn sich œ in’s Unendliche aus- 
dehnt. Welchen speziellen Wert diese Volumenintegrale dann 
annehmen, ist für die Aufstellung der Bewegungsgleichungen gleich- 
gültig. 

Wir dürfen daher in allen in Betracht kommenden Entwick- 
lungskoeffizienten die Fläche s wirklich in’s Unendliche hinaus- 
rücken lassen und erhalten damit das definitive Er- 
gebnis: 

À, = B, = 4,, = B,, = A!, = B,, = 0. X) 


$ 7. Berechnung des kinetischen Potentiales J. 


Die GrüBe J, die wir in Analogie zur gewôhnlichen Me- 
chanik als ,kinetisches Potential des Elektrons“ be- 
zeichnen dürfen, hat den Wert: 


2J = EC (—_Dd+2Zr,7T,) 


und ist bis auf die in den Beschleunigungen #, und p, linearen 
Glicder zu berechnen, also durch Einsetzen der Entwicklungen 
(IV) von ® und I, unter Weglassung der von p” abhängigen 
Glicder. Wic nochmals hervorgehoben sei, ist es natürlich der 
früher mit £, bezeichnete Aufpunkt von ® und I, welcher über 
das Volumen des Elektrons zu führen ist, und v, bedeutet die 
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Geschwindigkeit dieses Aufpunktes, also: 0 — u,+ p,Ë° — p,n° 
u. S. W. 

Man vereinfacht sich die Rechnung wesentlich, wenn man für 
den Augenblick, für welchen J berechnet werden soll, die æ- Axe 
in die Translationsgeschwindigkeit und die x-y-Ebene in die 
Richtung der Beschleunigung fallen läfit, sodaf : 


U=UU—=U, = 4, = 0 


wird. Die Entwieklungen (IV) nehmen dann folgende Form an: 
k = VE +0) [n° 7) + EE] l = u(E—Ë) 
D—= D°+ D" y —= g»+g» 

o__ f day 
nd here 

a Dig à PR 7 P—i RE 
D Ts ILE —E)+u(n—n)]: TEE) ARS PUR (ET) DS 

< doyé, 
n= fé 

ï dopé, [. Des P—7 ,P—3871—-27 
D CC —Ë)+u,(n 505 + a 

l 
Le dE doy T , 


Uz 11 pyh,—ph, 
TV, = u® +p,9 Dhs J dor [1 + 7] PS TRE REA! 


1— 
u, 11 pile — pile 
Poly — Pyllz 
To, =  pÿy-Py nr 


Hier sind zur Abkürzung die neuen Integrale k, eingeführt und 
in ® und g, die von den Beschleunigungen freien Teile ®° und 
g, abgetrennt. 
Alle vorstehenden Integrale haben einfache Symmetrieeigen- 
schaften. Es ist beispielsweise : 
dE dn 06 (€ —Ë) 


l Li " 2e = mis à 
h, = fdoy 7 ac = 


ungrade Funktion von £° und y, grade von L. Die Symmetrie- 
eigenschaften kommen zur Geltung, wenn man dazu übergeht, 


Jets 
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J selbst zu bilden, und dabei den Aufpunkt £°, n°, € das gänze Vo- 
lumen des Elektrons durchlaufen läft. Denn bei dieser zweiten 
Integration verschwinden alle Integrale über Funktionen, welche 
in irgend einer der Coordinaten £, 7°, & ungerade sind. In der 
That erhält man beim Einsetzen der Entwicklungen von ® und }, 
in J durch blofe Berücksichtigung der Symmetrieeigenschaften 
sofort den folgenden SLR einfachen Ausdruck : 


l 
2J = (u—1)f do yS"— Le fdo'z f'dox [8 + +u (mn) Me 


fo 
+pà [dax (n'as 895) + ps [ dox( vs +E" 0) +rif dooy (E°gz + n°gy). 


Das mit uw, multiplizierte Integral gestattet eine weitere erheb- 
liche Vereinfachung. Es folgt nämlich durch Vertauschung von 
6", 7,6 und £,7,6: 


“y ARE: 
[dodo x°n SE 7 J do do A En 


Es verschwindet also der ganze zweite Teil des Integrals und es 
bleibt nur der erste übrig, der sich auch so schreiïben läft: 


0 1 (nt 0 0 0,, #00 
fo y [ dy "EE —_ u [do 1® &%— 4 do 1 E°y2. 
Führt man daher die Bezeichnungenein: 

M — IECYT K= — fdo° 1501 M — K3 + fdw°y D'Éc? 


so lautet der vollständige Ausdruck von J: 


ga + (+R) CR +R) (RE) — Er, 
2 2(1—%) 
Es bleibt die Aufgabe, die Integrale M, M' und X und daher 
zunächst die Potentiale ®° und g, auszuwerten. Man hat: 


de f dEonoly 
VE EL 0) (n°0) +697 
das Integral über eine Kugel um den Nullpunkt der Ë, 7,6 er- 


streckt. Dic übliche Methode, dieses Integral zu berechnen, be- 
steht darin, daf man den Raum in der x-Richtung im Verhältnis 


——. dehnt, wodurch ®° in das gewühnliche bekannte Attraktions- 


15% 
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potential eines homogenen Rotationsellipsoides übergeführt wird. 
Man findet auf diese Weise: 


D° — xy[R'E—E0 D —(m° +6) D] 


E = log rt" = wD+2 = D+2D, 


Die Bestimmung der Funktionen g? erfordert ähnlich die Berech- 
nung des Potentiales von Rotationsellipsoiden, die nicht homogen 
sind, sondern deren Dichte vom Mittelpunkt aus den Coordinaten 
proportional wächst. Die Methoden, welche man zur Berechnung 
des Potentials homogener Ellipsoide anzuwenden pflegt, führen 
auch hier ohne weiteres zum Ziel, und zwar ergiebt sich: 


g = a CR'A,+É0B,+(mp?+ 60?) C;] 


wobei gilt : 

1—w 0E 1—uw oD 1—u OD, 
ie er CRIS LEO MEN LA 
A;+24, = E A NA) 
8B,;+2B, = —3D DA=*E, 
Cr+40, = —38D, Da "C.: 


Um nun die GrôBen M, M' und X selbst zu finden, hat man nur noch 
die elementare Integration nach £°, 7°, & über die Kugel o° aus- 


zuführen. Ich begnüge mich, das Resultat dieser Rechnungen an- 
zugeben : 


EN En ro 
M = STRYE 
LPS NE re 
Get Lt Dr. 
1—u 
nie la Le 
RÉ PS A Fi 
1—u? 
a 
M' — 8 16 La ( s)E 
ep 7 15 u? 


Setzt man diese Funktionen in J ein, so cmpfiehlt es sich 
schlieflich noch, von J eine im übrigen gleichgültige Constante, 
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nämlich LrRp, abzuziehn. Der definitive Ausdruck 


von JläBt sich dann so schreiben: 


J= ut cr + cpu XI) 

wobei: 

M = LR Ë -F E| = 

= SLR u-( ) #| 2 - 
(us Ch Es TE its] 

| 1—u° 

veto QE (suit 
ist, oder auch in Reihen entwickelt: 

M — er rstastert | 

Cu 2 ester 0 XD) 

M'= A rer/pstistéot un 


Schlieflich wollen wir die spezielle Orientierung des Coor- 
dinatensystems nach der Geschwindigkeit und Beschleunigung der 
Translation wieder aufgeben und zu einer beliebigen Lage 
des Coordinatensystems zurückkehren. Dann verwan- 
delt sich, wie aus einer einfachen Drehung des Coordinaten- 
systems hervorgeht, der Ausdruck von J in den fol- 
genden: 


us +u2+u2 pi+pi+pi ,, (pu.+pu,+pu) C—C, 
Rene ES Sross A0 : 


Use u2+u2+u? 2 


— M'ip(uiu,-uu,)+p, (uiu,—uiu)+p(uu,—uiu,)|. XII) 
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Die Ergebnisse der beiden vorigen Paragraphen setzen uns 
in den Stand, die Bewegungsgleichungen des Elek- 
trons explizit anzugeben. Die Formeln VIII) nehmen 
infolge des Fortfalls der sämtlichen Grôfen À und B, der Ver- 
kürzung der Impulsentwicklung auf die in (8) angegebenen Glie- 
der und des Fehlens von p! im Ausdruck von J die einfache Ge- 
stalt an: 


Po bg 
= = 8, =. = 9,Q,—p,0, + D, 
2 = 6, + = p,Q.—p.Q,+D, XII) 
Hs P—pQ-r,0.+D. 


Aus diesen Gleichungen ist in verschiedenen Hinsichten eine 
nahe Analogie zu den Bewegungsgesetzen eines starren Kôrpers 
in der gewôhnlichen Mechanik abzulesen. 

a) Beim Fehlen einer äufieren Schiebekraft S hat der Schie- 
beimpuls P die Eigenschaft, im Raume fest zu stehn. 

B) Die Gleichungen für den Drehimpuls Q haben genau die 
Gestalt der allgemeinen ŒÆEuler’schen Gleichungen, nur daf die 
Vorzeichen der beiden ersten Glieder rechts die umgekehrten sind. 
Daraus folgt, daB bei fehlenden äuBeren Drehkräften 
der Vektor des Drehimpulses nicht, wie in der ge- 
wôühnlichen Mechanik, im Raume fest steht, son- 
dern im Kôrper des Elektrons. Diese Inversion des 
Kreiselproblems beim Elektron entspringt dem Umstande, daf 
das kinetische Potential des Elektrons von den Rotationsgeschwin- 
digkeiten p, um im Raume feste Axen abhängt, statt um mit 
dem Elektron bewegliche, daB das Trägheitsellipsoid des Elek- 
trons, wenn man so sagen will, an der Richtung seiner Transla- 
tionsgeschwindigkeit hängt und sich nicht zugleich mit dem Kôr- 
per des Elektrons dreht. 

y) Haben die äuBeren Kräfte ein Potential U, so folgen die 
Bewegungsgleichungen des Elektrons aus dem Mi- 
nimalprinzip: 


4 
of dt(J—U) = 0. 
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Dabei hängt J im Gegensatz zu der gewôhnlichen Mechanik nicht 
nur von den Geschwindigkeiten, sondern auch von den Beschleu- 
nigungen ab, und es sind bei der Variation für die Grenzzeiten 
die Coordinaten und Geschwindigkeiten des Elektrons festzu- 
halten. 

Findet insbesondere die Rotation um die Richtung der Trans- 
lation statt (p, — 0 in dem Ausdruck (XT) von J') oder ist die Trans- 
lationsgeschwindigkeit null (und damit « M' — 0), so kommt man 
auf Herrn Abraham’s ,ausgezeichnete“ Bewegungen, die Be- 
schleunigungen verschwinden aus dem kinetischen Potential J und 
der ganze Unterschied gegen die gewôhnliche Mechanik wird der, 
daB J nicht mehr eine quadratische Funktion der Geschwindig- 
keiten ist. 

6) Da der Wert des kinetischen Potentials ersichtlich nur 
von der relativen Lage der drei Vectoren w, w’ und p abhängt, so 
ändert er sich nicht, wenn man alle drei Vektoren zugleich der- 
selben Drehung unterwirft. Daraus folgt das Bestehen der Glei- 
chung (nebst den beiden entsprechenden): : 
= LEE COURS RU ne LENr 9J 

T'AS OU, à Fe OL E AOU RE OP D CD. 

Mit deren Hülfe erhält man aus den Bewegungsgleichungen die 
Relationen (nebst den entsprechenden): 


CDA GJ MO Jo | 
— + u, dm — U, au! + a, P —a, 2 — ll dt (D, Æa, S,— a, 5} XIV a) 


Diese Gleichungen entsprechen den Flächensätzen 
der gewühnlichen Mechanik, während die Schwer- 
punktssätze einfach in den Gleichungen: 


0OJ d ÔJ 
Ou, di du, 
ihr Analogon finden. 

Die in (XIVa) und XIVb)linker Hand stehenden 
Ausdrücke stimmen bis auf die weggelassenen 
Terme hôherer Ordnung mit den Componenten von 
Herrn Abraham’s ,BewegungsgrôüBe“ des Elektrons 
überein. 


P, = = fs, XIVb) 


$ 9. Die kräftefreie Bewegung des Electrons. 


Falls die änferen Kräfte $S, und D, verschwinden und man 
es mit der freien Bewegung des Elektrons zu thun hat, licfern 


J$e 
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die Schwerpunkts- und Flächensätze gleich die intermediären In- 
tegrale der Bewegungsgleichungen, nämlich : 

0 _ à à 
Ou, dt Ou! 


OT oJ OJ 
PS Li" el u, TA +a,B,—a,B, — const. — y, 


P, — (const if, 


(nebst entsprechenden). 


Ich stelle zunächst die Frage, ob und unter welchen Umständen 
eine gleichfürmige Translation des Elektrons verbunden mit kon- 
stanter Rotation um eine im Raume feste Axe môüglich ist. 

Legt man die æ-Axe in die Translationsrichtung, so folst: 


Li —— = —- CRT AUS: 
AQ=Ub a =G—=U—=U—=U = U, 


y : ë tue 0: 

In den Flächensätzen erschcinen die Grüfien a, B, und «,B, welche 
der Zeit proportional wachsen, während alle üibrigen Glieder der- 
selben Gleichungen bei unsern Voraussetzungen von der Zeit un- 


abhängig sind. Bei gleichfürmiger Translation muf daher gelten: 
b,= Bb, = 0, P, =? "= 0, 

Die Richtung des Schiebeimpulses des Elektrons muB mit der 

Richtung der Translationsgeschwindigkeit zusammenfallen. 

Damit sind die Flächensätze vollständig ausgenutzt, indem 
ihre linken Seiten Constanten werden. Wir betrachten die Schwer- 
punktssätze : 

Durch Differentiation von J erhält man in Rücksicht auf die 
eben getroffene Fixierung der x-Richtung: 


OJ CC, 
P, — ôu, - JPA, 0,0 
dJ CC, 
g = Ou, Ens air Doi 
Sollen beide GrüBen verschwinden, so muB entweder p, — 0 sein 
oder es muB p, — p, — 0 sein Damit ist das Resultat ge- 


wonnen : 

Gleichfürmige Translation des Elcktrons ver- 
bunden mit Rotation um cine im Raume feste Axe 
ist nur müglich, wenn die Rotationsaxe mit der 
Translationsrichtung zusammenfällt oder senk- 
recht zu ihr steht. 

Wenn wir zu Fällen variabler Translation und Rotation üiber- 
gehn, so wird es umso weniger angemessen sein, nach strengen 
Integralen der obigen Bewegungsgleichungen zu suchen, als die- 
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selben wegen der von vornherein erfolgten Vernachlässigung hô- 
herer Derivierten keine exakte physikalische Bedeutung hätten. 
Ich will vielmehr nur versuchen, Lüsungen in der Nachbarschaft 
einer gleichfôrmigen Translation zu finden, und zwar Lôsungen, 
bei denen die Ordnung der auftretenden GrôBen den in (IX.) zu 
Grunde gelegten Annahmen entspricht. Ich werde also den dor- 
tigen Angaben entsprechend voraussetzen : 
», als von der Ordnung € 


Ps € 
pv £ 
u! £” 


Die Nachbarschaft zur gleichfôrmigen Translation bezeichne ich 
dadurch, daB ich «, und «, als von der Ordnung &° betrachte und 
nur #, beliebig nehme. 

Unsre ganze Untersuchung war von vornherein darauf einge- 
richtet, die Bewegungsgleichungen in Gliedern der Ordnung &° 
richtig zu liefern. ÆEs ist voraus zu bemerken, daB dieser Ge- 
nauigkeit in den Bewegungsgleichungen eine Genauigkeit der Ord- 
nung e* in den Schwerpunkts- und Flächensätzen entspricht, da 
bei der Differentiation nach der Zeit die Ordnung um & steigt. 

Man bilde nun zunächst die partiellen Derivierten von J bis 
auf Glieder, die in der festgesetzten Zählweise von der Ordnung 
s* inkl. werden: 


0] 


u OM p,+p; 00, OT 


ge = (n+5 AN RSS = 0 

D = +R) rer gg = Mr, u 

se = NÉE ei SN 
Lee C GaPSE p, 0, = p, C, 


Ôp, EE (2) Op, —S 


Man erhält daraus die Componenten des Schiebeimpulses und da- 
mit die Schwerpunktssätze bis zur Ordnung &° richtig: 


> u OM\ p, 90, p,+p: 00, "4 
Rat “.(M+5 SlRe Be 0 D NC 
Ô 
P,=u, (x +5) - Le ee p,+uM'p! = const. = 8, 12) 


u OM C,—C, ” 
a en 


3 


const. = B,. 
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Dem ersten dieser Sätze entnehme man vorläufig nur, daf «, und 
damit auch « bei der Bewegung bis auf Grüfen zweiter Ordnung 
konstant bleibt. 

Für die Rotationen empfeblt es sich, statt der Flächensätze 
die Bewegungsgleichungen selbst zu benutzen. Man findet für 
dieselben in & genau: 

Ps Cx = 0 
Py Cy = — Pb: (Cy— Ci) 
Ds Cy = PaPy(Cy— Ca). 
Da « hüchstens um Grüfen zweiter Ordnung variiert, so darf man 
hier die C, als (mit einem Mittelwert von # zu berechnende) Con- 
stante betrachten. Damit werden die Integrale dieser Gleichun- 
gen : 
Pa = À, Py = ucos(nit+x), p, —= u sin (nf+ x) 
Cy— C : 13) 
N—2. ri (x, À, w Integrationskonstante). 
y 


Setzt man die gefundenen Werte der Rotationsgeschwindig- 
keiten in die Schwerpunktssätze ein, so folgt: 


u OM 4 00; u'o0o0, 
u.(M+5 ÿ He Lo Douce 
und daraus: u; — const. bis auf Grôüfen dritter Ordnung. 
Ferner folgt : 
uy (+ 5 = B, + cos (nt + x). nu Cu _ Fa 
u, (u + 5 Te) = — B,+ sin (nt + x).nu cam 14) 


Man kann das Coordinatensystem immer so wählen, da B, — B, = 0 
wird. Dann liefert die Integration für die Coordinaten «a, des 
Mittelpunkts des Elektrons : 


A UT 
a, (a + 5 Se) —  ysin(néi+ x) SET ‘ 
15) 
u OM Cy— . CR 
(A (u + 9 Se) = — pu cos (nt + x) ———— 


FaBt man den Inhalt der Gleichungen (13), à und (15) in 
Worte, so hat man folgendes Resultat: Ein freies, keinen 
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äuBeren Kräftenunterworfenes, rotierendes Elektron 
bewegt sich im Allgemeinen nicht etwa gemäB dem 
Trägheitsgesetz gradlinig, vielmehr beschreibt sein 
Mittelpunkt eine Cylinderschraube und dabei führt 
der Kôürper des Elektrons eine reguläre Präzessions- 
bewegung um die Richtung der Schraubenaxe aus in 
der Art, daf Schraubenaxe, Rotationsaxe und Rich- 
tung der Mittelpunktsgeschwindigkeit (bei geeigneter 
Parallelverschiebung) stets in eine Ebene fallen. 

Es ist im Grunde noch nachzuprüfen, ob die Grôfenordnung 
aller vorkommenden GrüB$en, wenn man die Rotationsgeschwindig- 
keit als von der ersten Ordnung zum MaBistab nimmt, dem vor- 
ausgesetzten Ansatz entspricht. Das ist aber, wie man aus den 
Gleichungen (13),und (14) leicht ableitet, in der That der Fall, 
und es folgt, daB wir wirklich eine Annäherung an die Bewegung 
des Elektron’s erhalten, wenn wir die Rotationsgeschwindigkeit, 
und zwar den linearen Betrag derselben für die Oberfläche des 
Elektrons verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit, als klein an- 
nehmen. Wie gro die Annäherung in jedem Falle ist, läBt sich 
ohne umständliche Restabschätzung nicht angeben, doch dürfte 
selbst für Rotationen, die die Oberfläche des Elektron’'s mit 1/10 
oder ‘/; der Lichtgeschwindigkeit herumschleudern, das eben aus- 
gesprochene Resultat noch qualitativ in Geltung bleiben. 

Man betrachte noch die Dimensionen der vom Elek- 
tron beschriebenen Schraube. Man hat zunächst für die 
Winkelgeschwindigkeit der Präzessionsbewegung, welches zugleich 
die Winkelgeschwindigkeit des Elektrons um die Schraubenaxe ist: 


= ART = put. 9 
3 — 0? l+u 7 TUTO 
nm QU c 
nat dseletue Coulep TSEIPENOT TO IN 
Du T Enide tnint et à SRE. 7 


Der Faktor # steigt von ! bis 1, wenn # von O bis 1 wächst. 
Die Ganghühe der Schraube bestimmt sich aus: 


Der Radius des Cylinders, auf welchem die Schraube liegt, ist: 


zur Elektrodynamik. III. 277 


ES AS: 
io 8! 
u 
wenn : 
= bu"+2,,,1+u 2 38 
RS AUS me Eat: POS Per 
in? uw ÔM 77 l1+u l+u 1 
mue ou se Lire ra 


gesetzt wird. 

Der Faktor 9’ wird für w — 0 gleich 4, er verschwindet für 
u — 0,77 der Lichtgeschwindigkeit und steigt ins Unendliche, 
wenn sich « der 1 nähert. Für # — 0,97 wird er freilich erst 
gleich 1,6. 

Die Steigung der Schraube wird: 

2 DUO RC ED 

TU 
Hieraus folgt, daB man es mit einer sehr gestreckten Schraube 
zu thun hat, solange die Komponenten der Rotationsgeschwindig- 
keit an der Oberfläche des Elektrons R4 und Au klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit sind, also in allen Füällen, für die unsere 
Untersuchung Gültigkeit beanspruchen kann. 

Wenden wir insbesondere das Ergebnis für den Schraubenra- 
dius auf die beobachteten Kathoden-undBecquerelstrahlen 
an, für welche « zwischen etwa 0,10 und 0,97 liegt, und nehmen 
dabei die Rotationsgeschwindigkeit uR an der Oberfläche selbst 
von der GrüBenordnung der Lichtgeschwindigkeit, so wird der 
Schraubenradius doch immer nur von der Grüfen- 
ordnung des Radius des Elektrons. Nur bei Elek- 
tronen, welche eine im Verhältnis zur Rotations- 
geschwindigkeit uR auBerordentlich kleine Trans- 
lationsgeschwindigkeit w besitzen, kann die Schraube 
sichtbare Dimensionen annehmen. 


$ 10. Bewegung des Elektrons im elektromagnetischen Felde. 
Schlussresultat. 

Man betrachte zunächt ein nicht rotierendes und nur äuferen 
Schiebekräften S, unterworfenes Elektron. Man hat dann für den 
Schiebeimpuls nach (12): 

u OM u, Ô [w M 
ET Eee der 
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und daraus folgt: 


s == 
de Re M l'A 


CT RNA 
Tu ou 


[10 çw M Ur TT 

xl à )]-Cuu! + us + nu) 
und wenn man die x-Axe in die augenblickliche Translations- 
richtung legt (u, = u, = 0): 


7 Ô (* = 5, 


Gus 2 
1 o(wM de 
ml 


Die hier auftretenden Faktoren von x! und w, sind Herrn Abra- 
ham'’s ,longitudinale“ und ,transversale“ Masse. Es ist die zweite 
dieser Formeln, welche durch Herrn Kaufmann’s Versuche be- 
stätigt worden ist. 

Bewegt sich andrerseits ein rotierendes Elektron mit der 
Translationsgeschwindigkeit der Kathoden- oder Becquerelstrahlen 
in einem elektromagnetischen Felde etwa von der Beschaffenheit 
des bei Herrn Kaufmann’s Versuchen verwandten, so erleidet 
dasselbe nicht nur Schiebekräfte, sondern auch Drehmomente. Eine 
einfache Abschätzung auf Grund der Bewegungsgleichungen lehrt 
aber, daB unter den bei diesen Versuchen vorliegenden und ähn- 
lichen Verhältnissen die Bewegung des Elektrons in 
einer ultramikroskopischen Schraubenbewegung 
der obigen Art besteht, um eine Mittellinie, welche 
mit der ohne Rotation resultierenden und aus den 
Formeln (16) zu berechnenden praktisch überein- 
stimmt. 

Die Rotationsgeschwindigkeit darf dabei so weit steigen, als 
es der Gültigkeitsbereich unsrer Formeln zuläft, also vielleicht an 
der Oberfläche des Elektrons ein Fünftel der Lichtgeschwindigkeit 
erreichen. Damit ergiebt sich das SchluBresultat: 

Die aus der Lorentz-Wiechert’schen Elektrodyna- 
mik sich ergebenden Konsequenzen für die Bewegung 
eines masselosen rotierenden Elektrons stehen, so 
paradox sie im ersten Augenblick erscheinen mügen, 
mit den Erfahrungsthatsachen nicht in Widersprucbh. 


Bericht über Plückers wissenschaftlichen 
Nachlaf. 


Von 
A. Schoenflies und F. Pockels. 


Vorgelegt in der Sitzung am 25. Juli 1903 von F. Klein. 


Das Ableben von Julius Plückers einzigem Sohne, das 
in einer Nervenheilanstalt gegen Ende des Jahres 1901 erfolgt 
ist, hat zu der Entdeckung geführt, da ein Plückerscher NachlaB 
mathematisch-physikalischen Inhalts existirt. Anfragen, die bei 
Gelegenheit der Herausgabe der Plückerschen Abhandlungen an 
die zuständige Stelle gerichtet wurden, hatten ein negatives 
Ergebnif$ gehabt. Um so erfreulicher ist es, daf ein Nachlaf 
noch vorhanden ist, und daB die Plückerschen Erben den Heraus- 
gebern der gesammelten wissenschaftlichen Abhandlungen alsbald 
davon Mitteilung machten. Wir setzen die Gôttinger Gesellschaft 
der Wissenschaften hiervon geziemend in Kenntnif. Dank dem 
auBerordentlich freundlichen Entgegenkommen der Erben wird der 
NachlaB der Gôttinger Universitätsbibliothek einverleibt werden, 
wofür wir ihnen auch an dieser Stelle nochmals den verbind- 
lichsten Dank aussprechen. 

Als wichtigstes Stück des Nachlasses ist das Manuscript jener 
Abhandlung zu bezeichnen, die Plücker an Gergonne sandte, 
und die den bekannten Streit zwischen Poncelet und Gergonne 
resp. Plücker zur Folge hatte'} Gergonne hatte die Ab- 
handlung beim Abdruck in seinen Annales wesentlich umgestaltet 
und überdies in zwei Teile zerlegt. Plücker selbst sagte später, 


1) Eine ausführliche Darstellung des Sachverhalts findet sich in den An- 
merkungen zu Bd. I der Ges. Abhandlungen, 8. 592. ; 
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daB er den ersten Teil nur wiedererkannte, weil sein Name an 
der Spitze stand’). Insbesondere stammt von Gergonne die 
dualistische Form und der Hinweis, daB die von Plücker be- 
handelten Aufgaben bereits in Poncelet’s Traité des propriétés 
projectives eine Lüsung gefunden hatten; bei Poncelet entstand 
daher die Meinung, Plücker habe am Traité ein Plagiat be- 
gangen. Die Frage war ein heftiger Prioritätsstreit; es ist des- 
halb von besonderem Interesse, daB das Manuscript den Sachverhalt, 
wie er von Gergonne und Plücker im Lauf der Polemik an- 
gegeben wurde, bestätigt. Das Manuscript hat aber auch an sich 
historisches Interesse. Ist es doch die erste Arbeit, in der die 
algebraischen Eigenschaften der Gleichungen, mit denen die ana- 
lytische Geometrie operirt, und die geometrische Bedeutung viel- 
facher Wurzeln für die gegenseitige Lage der ebenen Gebilde in 
methodischer Weise zur Geltung kommen. In dieser Hinsicht 
kann llücker als der ächte Weiterführer von Descartes be- 
trachtet werden; denn was Descartes in erster Linie leistete, 
war, daf er lehrte, wie die einfachen Operationen mit algebraischen 
GrüBen durch geometrische Constructionen auf der Geraden ihre 
ausnahmslose Deutung finden?) Das Manuscript wird in den 
mathematischen Annalen zum Abdruck kommen. 

Von Wichtigkeit sind auch diejenigen Stellen des Nachlasses, 
die auf Plückers mechanische Ideen etwas Licht zu werfen geeignet 
sind; auch über sie wird a. a. O. berichtet werden. 

Ein groBer Teil des mathematischen Nachlasses besteht aus 
Manuscripten zu älteren gedruckten Werken Plückers und zur 
Liniengeomcetrie. Soweit er ungedruckte Arbeiten oder Entwürfe 
enthält, scheint eine ausführlichere Berichterstattung oder Ver- 
6ffentlichung entbehrlich zu sein —- mügen doch mehr als 50 Jahre 
scit der Niederschrift der einzelnen Blätter verflossen sein. Wir 
begnügen uns mit der Bemerkung, da8 Plücker aufer einigen 
abzäblenden Fragen über Ordnung und Classe gewisser specieller 
Raumgebilde hauptsächlich Probleme der differentiellen Curven- 
und Flächenthcorie bchandelt; am ausführlichsten hat er die 
Krümmungs - Mittelpunktsflächen der Flächen 2. Grades erürtert. 
Daneben findet man auch die Lüsung eines complicirten Problems 
der Rentenrechnung. Eïingehender beschäftigte er sich auch mit 
Strahlencongrucnzen und den durch sie bestimmten Brennflächen; 


1) Analytisch-geometrische Entwickelungen, Bd. II, Vorrede, S. VI. 
2) Vgl. die Géométrie, neu herausgegeben 1886, übersetzt von Schlesinger, 
1894, 
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hier scheint auch die Quelle seiner liniengeometrischen Ideen zu 
liegen. Schon auf einem frühen Zettel findet sich eine Bemerkung, 
in der eine Mannigfaltigkeit von © Graden auftritt. Er behandelt 
Congruenzen, die entstehen, wenn man zu den Gleichungen 


y = ax+b, 2 — ox+$p 


zwei Gleichungen zwischen a, b, «, 8 annimmt, und fährt dann 
fort: ,Wenn nur eine Gleichung zwischen den 4 Coefficienten 
@, b, «, B existirt, so berühren sämtliche Geraden des Systems 
eme Oberfläche im Allgemeinen nicht und gehen durch eine und 
dieselbe Curve auch im Allgemeinen nicht.“ Allerdings war hier- 
mit der entscheidende Schritt, der zur Liniengeometrie führte, 
noch nicht getan. Ihre endliche Gestalt erhielt sie bekanntlich 
erst durch die Conception, eine überzählige fünfte Coordinate 
einzuführen, die sie zu einer quadratischen Geometrie in einem 
linearen R, machte !). 

Dem mathematischen Nachlaf$ gehôürt endlich ein Büchlein an, 
das ein Vorlesungsheft über die allgemeine Lehre der Projectivität 
und Collineation sein dürfte und mit der Centralperspective be- 
ginnt. 

Das wichtigste Stück des physikalischen Nachlasses bildet das 
Manuscript einer in $ 19 von Nr. 17 der Ges. phys. Abh. ange- 
kündigten, für Crelles Journal bestimmten Arbeit, deren erster Teil 
eine Ergänzung zu Plückers Abhandlung über die Wellenfläche 
zweilaxiger Krystalle darstellt. Es wird darin die Gleichung des 
Fresnelschen und Index-Ellipsoids, sowie der Strahlen- und Nor- 
malenfläche in Bipolarcoordinaten aufgestellt (bezogen auf die 
Strahlenaxen resp. die optischen Axen) und daran eine neue Con- 
struction der Strablenfliche geknüpft. Der zweite, unvollendete 
Teil des Manuscripts enthält den Versuch, das magnetische Ver- 
halten der Krystalle und dessen von Plücker damals noch voraus- 
gesetzten Zusammenhang mit den optischen Eigenschaften *) gemäf 
einem schon in $ 18 der Abh. Nr. 17 angedeuteten Gedanken 
theoretisch zu begründen. 

Im übrigen enthält der physikalische NachlaB aufer cinigen 
geringfügigen Notizen nur noch Manuscripte zu älteren bereits 
verôffentlichten Abhandlungen, oder aber Entwürfe, die sich in- 
haltlich mit andern bereits verôffentlichten Arbeiten im wesentlichen 
decken. 


1) Vgl. die Anmerkungen zu Bd. 1 der Ges. Abhandlungen, S. 620. 
2) Vel. die Anmerkungen zu Nr. 2, 13 und 17 der Ges. phys. Abhandlungen. 


Ueber die Konstruktion des Klassenkôrpers 
für beliebige algebraische Zahlkôrper, die eine 
Ite Einheitswurzel enthalten. 


Von 
Ph. Furtwängler. 


Eingereicht von Herrn D. Hilbert am 5. August 19083. 


$ 1. 

Zweck der vorliegenden Mitteilung ist der Beweis des fol- 
genden Satzes. 

Satz 1: Ist k ein belicbiger algebraischer Zahlkôrper mit der 
Klassenzahl al", der eine lt Einheitswurzel enthält, wo L eine ungrade 
Primezahl und Q eine nicht durch T teilbare ganzc rationale Zahl be- 
deutet, so existicren in bezug auf k genau e unverzweigte von einander 
unabhängige Kôrper vom Relativgrad l, wenn die Abed’sche Gruppe, 
welche die qten Potenzen der Idealklassen aus k enthält, e Basis- 
klassen besitzt. Die Gesamtheit dicser e Kürper bildet einen relativ 
Abel’schen unverzweigten Kôrper in bezug auf k vom Relativgrad l'. 

Der Beweis dieses Satzes nimmt die ersten 6 Paragraphen 
dieses Aufsatzes in Anspruch. In den letzten beiden Paragraphen 
gebe ich dann noch die Konstruktion des Klassenkôrpers in einem 
einfachen, aber typischen Falle, nämlich unter der Annahme, da 
das Klassensystem des Grundkôürpers k in der Gestalt 

mr, Cle 10, 16.41 
Sat k ES Vér 
darstellbar ist. 

Ueber die Litteratur und die Abkürzungen der Citate ver- 
gleiche man meinen im vorigen Hefte dieser Nachrichten erschienenen 
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Aufsatz'). Die in dem genannten Aufsatz angewandten Bezeich- 
nungen werden hier, soweit als môglich, beibehalten. 


$ 2. 

Ich gebe zunächst den Satz 2 meines ersten Aufsatzes in 
etwas abgeänderter Fassung, die für die spätere Anwendung be- 
quemer ist. 

Satz 2: Es sei k ein algebraischer Zahlkôrper mit der Klassen- 
zahl ql', wo g+0 (1) ist, und (EU beseichne die Gruppe, die die qten 
Potensen der Idealklassen aus k enthält. Ist dann Gps eine Unter- 
gruppe von @, vom Grade l"* und läft man w* alle Primideale 
durchlaufen, deren qte Potenzen einer Klasse aus Gr angehôren, so 
gilt : 


É 1 1 
1 D <= — 10e —— 
) ch n (my = 7 log s—1 +f(s), (s>1) 


wo f(s) eine Funktion der reellen Veränderlichen s bedeutet, die stets 
endlich bleibt, wenn sich s der Grense 1 näühert. 

Beweis: Versteht man unter w* die angegebenen Primideale 
und unter WT die Primideale aus den übrigen Klassen von #, so 
folgt leicht aus Satz 2 meines ersten Aufsatzes: 


2) (Es 1) 2 na) ei NT n ae y et, (s), s=> 1. 


(WC) 
Ferner ist?): 


1 L 1 
2 nt KA mur — Es 0) 


(WC) (WC 


Durch Addition von (2) und (3) folgt: 


1 1 1 
ne ST 851 +10 


f,(s), f,(s) und f(s) sind Funktionen der reellen Veränderlichen s, 
die endlich bleiben, wenn sich s der Grenze 1 nähert. 

Ich werde im Folgenden wieder um der einfachen Aus- 
drucksweise willen die nicht beschränkende Annahme machen, daB 
g = 1 sei. 


1) Ph. Furtwängler, Die Konstruktion des Klassenkürpers für solche alge- 
braische Zahlkôrper, die eine te Einheitswurzel enthalten und deren Idcalklassen 
eine cyclische Gruppe vom Grade ?* bilden. 

2) Hilbert, Algebr. Zahlk. Satz 56, pg. 20. 
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Der Kôürper k soll ‘also !* Klassen enthalten und die Gruppe 
dieser Klassen müge durch folgendes Schema dargestellt werden : 


= DE M 
CHOC: PS 


im OL UE 
8 3. 
Es seien r,,...1, Ideale aus den Klassen C,,... C und 
( pe 
1) in = (0), MERE L = (0.) 
wo @,, ... ©, ganze Zahlen aus % bedeuten. Wir setzen dann 
2) Ent = 0er 0: 


und bestimmen in analoger Weise wie in $ 3 meines ersten Auf- 
satzes ein System von m'+e Primidealen q, das die Bedingungen : 


3) (#)+2 (&) = 1 CL Al me) 


befriedigt. Wählt man dann die Exponenten w so, daB 


wi 20) 

Q LA Ce [2 = (x) 

4) nc EU. 
È avg +0) got +e 

Qu'+e in se L = (C2) 
wird, wo %,, ... %,,, ganze Zahlen aus Æ bedeuten, so enthält das 
System 
6) PE M de tt Oil lo, 


wenn man die Exponenten v den Bedingungen : 


of + 0, 0 +0, ME = À (D 

D, 0 Ho, wo +... 0, 049 = 0 (1) 
unterwirft, sicher l*"* verschiedene Zahlen, die die Eigenschaft 
haben, daB sie die Ideale t,, ... rx, nur in {ten Potenzen als 
Faktoren enthalten. 

Da im $ 3 meines ersten Aufsatzes gezeigt ist, daB es nur 
l“ verschiedene Arten von Zahlen giebt, so ist damit die Existenz 
ciner primären Zahl © von der Gestalt: 


Es U1 Um'+e V1 Von! + 
8) D NE Te SU Ki ee Mie 


1 4 
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bewiesen!). Wir beschäftigen uns jetzt mit dem Kürper Æ (Vo, k), 
in dessen Relativdiscriminante nur die Primideale q,, ... q,., auf- 
gehen kôünnen”). Ist daher v, — ...v,,, = 0, so ist X in bezug 
auf À unverzweigt. 


$ 4. 
Wir nehmen an, daf 


Vigs see Vy 


von Null verschieden sei, daf also die Primideale 4q;,... 4, in der 


Relativdiseriminante von Æ (Vo, £) aufgehen, und wollen zunächst 
für die Anzahl der ambigen Ideale von Æ eine obere Grenze ab- 
leiten. 

Alle Klassen, deren [te Potenzen in % die Hauptklasse er- 
geben, bilden eine Gruppe G vom Grade !° mit e Basisklassen; 
diejenigen unter ihnen, die in X in die Hauptklasse übergehen, 
môügen eine Gruppe G, vom Grade {4 mit e, Basisklassen bilden. 
Es sei 


9 4 OO". NEA 
1) Gt D, AD 0 ECO. O0 
y = 0,1,...1—1 


1) Der Inhalt der von Herrn F. Bernstein publicierten Mitteilung, die in 
meinem ersten Aufsatze erwähnt wurde, besteht im Wesentlichen in dem Nach- 
weise, daB es e von einander unabhängige primäre Zahlen von der Gestalt (8) 
giebt. Das läBt sich in wenigen Zeiïlen beweisen. Es hat sich oben ergeben, daf 
es sicher { verschicdenc Zahlen der Gestalt (8) gicbt, die derselben Art ange- 
hôüren. Dividiert man dieselben durch eine unter ilnen, so erhält man ZX ver- 
schiedene primüre Zahlen 1, &@,,.... Diese bilden eine Abelsche Gruppe, wenn 
man, kurz gesagt, die /Zte Potenz einer Zahl als 1 ansicht und unter der Zu- 
sammensetzung der Gruppenelemente die Multiplikation der Zahlen versteht. Da 
die Zte Potenz eines jeden Gruppenelements 1 ergicbt, so làfit sich nach dem 
bekannten Satz über die Darstellbarkeit einer Abcl’schen Gruppe durch cine Basis 
das genannte Zahlsystem in der Form darstellen: 


Go (0 Le Al) 


&,,...®, Sind die gewünschten e unabhängigen primären Zahlen. 

Herr Bernstein zicht bei scinen Betrachtungen die Exponenten v hinzu, was 
mir überflüssig erscheint, da sich alle Schlüsse ohne diese ausführen lassen. Ihre 
Hinzuzichuug kônnte sogar leicht die Meinung erwecken, als ob sich die ver- 
gchiedenen w durch die Werte der Exponenten v charakterisieren licfen. Das 
ist natürlich unmôglich, denn alle w sind ja in Wirklichkeit Null; zur Unter- 
scheidung der verschiedenen Zahlen © muB man an die Exponenten « anknüpfen. 
(Vergl. $ 6). 

2) Furtwängler, Reciprocitütsgesetz Satz 6 und 15. 
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à e à de; +1 — 0,1,...7—1 
2) mot D... D, | 2 404 nt a 


wo D,, D,, ... D, geeignet gewählte Klassen aus 4 bedeuten. 

Es gilt dann folgender Satz: 

Satz 3: Ist die Anzahl aller ambigen Ideale des Kôrpers K gleich 
l'und machen die sämtlichen Einheiten in k, die Relativnormen von 
Eïnheiten in K sind, l“ Eïinheitenverbände aus, so gilt, wenn wir die 
Anzahl aller ambigen Komplexe, die aus ambigen Idealen entspringen, 
mit l® bezeichnen, für a* die Ungleichung: 


3) at =t+ot—-m—-1+e.. 


Die Zahl e, ist dadurch bestimmt, dal l1 Idealklassen aus k in 
K in die Hauptklasse übergehen. 

Beweis: Der Beweis ist nach dem Vorbilde des pe 
zu Satz 3 meines ersten Aufsatzes leicht zu führen. Es existieren 
m'—v*+1 Relationen von der Art (8) in $ 4 meines ersten Auf- 
satzes und hôchstens e, unabhängige Gleichungen von der Art (9) 
an derselben Stelle. Demnach ergiebt sich: 


at =t+wt-m—-1l+e,. 


Die Ungleichung (3) gilt auch, wenn œ© das Produkt einer 
Einbeit mit der /ten Potenz einer Zahl aus & ist. 

Wir haben jetzt noch für die Anzahl aller ambigen Komplexe 
in À eine obere Grenze abzuleiten, die durch folgenden Satz ge- 
geben wird: 

Satz 4: Ist a die Anzahl der unabhüngigen ambigen Komplexe 
und e die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von k, so gilt 
die Ungleichung : 

a=e—li. 


Beweis: Durch die v—v* unabhängigen Einheiten in #, die 
Relativnormen von gebrochenen Zablen in XÆ sind, erhält man 
v—vw* ambige Idealklassen in X, die wir mit 4,,...4,. be- 
bezcichnen. Der Weg, auf dem man dieselben erhält, ist genau 
derselbe wie in dem Beweise zu Satz 20 meiner Abhandlung über 
die Reciprocitätsgesetze'). Bedeuten Ÿ,,...%._,, diejenigen Ideale, 
welche die ambigen Klassen À4,, ... À, definiren und ist % ein 
beliebiges Ideal eines ambigen Komplexes À aus X, 50 ist zu unter- 
suchen, ob Ÿ einem Produkt aus Potenzen von JA, ... %,.. mit 


1) Furtwüngler, Reciprocitätsgesetz pg. 28. 
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Potenzen der a* unabhängigen ambigen Ideale aus X und einem 
Ideal aus % äquivalent ist. 

Es gilt: 
5) me — 6j 


wo @® eine Zahl aus # und j ein Ideal aus # bedeutet. 

S bezeichnet eine erzeugende Substitution der Relativgruppe 
von X in bezug auf #. 

Wir wollen nun zunächst sehen, welchen Bedingungen die 
Ideale j, die eine Beziehung (5) erfüllen, unterworfen sind. Wir 
stellen zu diesem Zweck die Klassen in k, deren [te Potenz in k 
die Hauptklasse ergiebt, in der Gestalt dar: 


| 7 A fm=ob...1 
) É EP st ee (ED A Les A CR TE 
Ua rel 


indem wir: 
pu —1 Ve — 1 

7) Co r0: PC EC, 
setzen. Gehôürt nun j der Klasse C’ an und ist: 
8) c'= (cÿ* .… (CŸ* 
so kann man setzen: 

4 a! un —1 æ'Ue —1 
9) cr SA : 
wo æ eine Zahl aus À bedeutet. Andererseits ist nach (5) 

IN, (07), 

folglich 
10) N,(@a)" = &' op" 5 oh 


wenn €’ eine geeignete Einheit aus # bezeichnet. 
Aus (10) folgt !): 


r æ ze r æ, 
11) Lo arr. LS OREROe 7 


Qi Qi 
Unter den Indices &,, ..., mügen nun aus der Reihe der 
Indices m'+1, ... m+ce genau f vorkommen und zwar mügen dies 
die Indices 
12) m'+e, ... m'+c 


sein. Es folgt dann, wenn man die Bedingungen 3 in $ 3 beachtet, 
denen die q genügen müssen, daf: 


1) Furtwängler, Reciprocitätsgesctz Satz 15, pg. 16. 
19% 
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13) Lo = 0), ... Lin = 0 (?) 


sein muB; d.h. es giebt hôüchstens e—f unabhängige Klassen in #, 
die in X der (1—S)ten Potenz einer Klasse gleich werden. Unter 
diesen sind e, Klassen, die in X in die Hauptklasse übergehen; geht 
aber j in X in ein Hauptideal über, so folgt genau wie an der 
citierten Stelle ‘), daB sich À in der oben angegebenen Weiïse aus- 
drücken läft. Es kann demnach in Æ hôchstens e—f—e, unab- 
hängige Klassen aus ambigen Komplexen geben, die sich nicht 
aus den Klassen À,, ... À, und den aus den ambigen Idealen 
in Æ entspringenden Klassen zusammensetzen lassen. 
Es ist also 
14) a = a*+v—w*+e—f—e,. 


Alle Einheiten & in # nun, die Relativnormen von Zahlen aus X 
sind, müssen die Bedingungen : 


15) = () =2 


1 


befriedigen. Da unter den Indices %,, ... à, f Indices aus der 
Reihe m'+1, ... m'+e vorkommen, folgt aus (1b) 
16) v=m —-t+f. 


Addiert man jetzt endlich (3), (14) und (16), so ergiebt sich 
die gewünschte Beziehung : 


a<e—li. 


$ 5. 

Wir werden in diesem Paragraphen einen dem Satz 7 meines 
ersten Aufsatzes entsprechenden Satz beweisen, der uns dann in 
den Stand setzen wird, in Verbindung mit Satz 2 die Existenz 
eines unverzweigten Kürpers vom Relativgrad ! in bezug auf & 
nachzuweisen. 

Wir müssen zunächst noch einige Festsetzungen treffen. Es 
sei P ein bcliebiger ambiger Komplex in Æ, der nicht der Haupt- 
komplex ist und es mûüge in À die Aequivalenz gelten: 


—? 
PR Qf 4 


wo Q@ einen Komplex aus À bedeutet. Dagegen môge es keinen 
Komplex R aus X geben, der die Aequivalenz: 


1) Z'urlwüngler, Reciprocitätsgesetz pg. 24. 
19% 
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PARCS" 

befriedigt. Ich nenne dann kurz p den Exponenten des ambigen 
Komplexes P. Die Môglichkeit einer solchen Definition ist er- 
sichtlich, wenn man bedenkt, da nicht für beliebig hohe Werte 
von p eine Aequivalenz der angegebenen Art erfüllt sein kann, 
weil die (1—#S)te symbolische Potenz eines Komplexes immer 
auch die {te wirkliche Potenz eines Komplexes ist. Ich bestimme 
jetzt in Æ a unabhängige Komplexe in folgender Weise: 

Ich wähle zunächst einen ambigen Komplex P, in X, dessen Ex- 
ponent p, von keinem Exponenten eines anderen ambigen Komplexes 
übertroffen wird, darauf einen von P, unabhängigen ambigen 
Komplex P,, dessen Exponent von keinem Exponenten eines von 
P, unabhängigen Komplexes übertroffen wird u. s.f. Der letzte 
so auszuwählende Komplex ist mit P, zu bezeichnen; er hat 
einen Exponenten »,, der von keinem Exponenten eines ambigen 
Komplexes unterschritten wird. 

Es gelten dann in À Acquivalenzen folgender Art: 


1) Pro Qi, G = 1,2,...0) 


wo @ gewisse Komplexe aus K bedeuten, und die Exponenten 
»: erfüllen die Bedingungen: 


Pi ZP, EP 
Mit Hülfe der vorstehenden Festsetzungen kônnen wir fol- 
genden Satz aussprechen : 
Satz 5: Ist 3 cin Ideal aus K und S7° cinem Idealquotienten 
von der Gestalt: 
2) D 00 


äquivalent, wo F,(S), ... F,(S) ganze ganzzallige Funktionen von S 
sind, so ist auch S einem Idealquotienten dieser Gestalt äquiralent. 
Dabei bedeutet j ein Ideal aus k,Q,, ... ©, Ideale aus Klassen in 
K, die resp. den Komplexen Q,, ... Q, angchôren; dicse sind, wic 
im Vorstehenden erlüutert ist, durch (1) Lestimmt. 

Beweis: Wir betrachten zunächst den Fall, daf für sämt- 
liche Funktionen F gilt: 


F,()=0() (i = 1,...a). 


Wir kônnen dann auch annehmen, daf die sämtlichen Funk- 
tionen F(S) durch (1—S) teilbar seien; denn es gilt 


3) DANCE 
wo q; die Relativnorm von ©; und G;(S) eine ganze, ganzzahlige 
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Funktion von S bedeutet. Die Richtigkeit von (3) erkennt man 


leicht, wenn man die Funktion 
DEEE RES) 
nach Potenzen von (1—S) entwickelt. Wir setzen daher jetzt: 
F,(S) = —(1-S)F!(S), 


wo die Funktionen F{(S) wieder ganze, ganzzahlige Funktionen 
von S sind. 
Bezeichnet man dann den Ausdruck : 


pp ES 


mit 3’, so gilt offenbar: 

(39) 
d.h. 39” gehôrt einem ambigen Komplex an, woraus sich ohne 
weiteres die Richtigkeit unserer Behauptung in dem betrachteten 
Falle ergiebt. 

Wir nehmen zweitens an, daf nicht sämtliche Funktionen F,(1) . 
durch ? teilbar sind und zwar sei F, die erste unter diesen; ich setze 
dann wieder voraus, daf sämtliche Funktionen F, (S), ... Æ,., (5) 
durch (1—S) teilbar sind, was nach (3) gestattet ist. Ich poten- 
ziere jetzt die vorausgesetzte Aequivalenz: 


qu 5) vi of (S) pu D (S) np 9) De of (S) 


RDA 


symbolisch mit (1—S)". Ich erhalte dadurch eine Aequivalenz 
von folgender (xestalt: 


— Sy+1 
4) C5) et MON Run 
wo j, ein Ideal aus k, 3’ einen leicht angebbaren Idealquotienten 
aus À und À, À,,,, ... À, Ideale aus Klassen der ambigen Kom- 


plexe P,, ... P, bedeuten. Da der Exponent c, wegen F, (1) &0 (1) 
nicht durch ! teilbar ist, so steht die Aequivalenz (4) in Wider- 
spruch mit unserer Festsetzung über die Auswahl der Komplexe 
Pi. Denn sie lebrt, daf es einen von den Komplexen P,, ... P,. 
unabhängigen ambigen Komplex giebt, dessen Exponent grôfer 
als p, ist. Der angenommenc zweite Fall ist deshalb unmüglich; 
hiermit ist unser Satz vollständig bewiesen. 


Satz 6: Ist p ein Primideal aus k mit der Eïgenschaft o = 1, 
80 gehôrt p einer durch & vôüllig bestimmten Untergruppe der Klassen- 
gruppe von k an, deren Grad den Bctrag l' nicht übersteigt. 
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Beweis: Ich bezeichne die Klassen in k, in die die Relativ- 
normen von À,, ... À, hineinfallen, mit c,, ... ce. Bezeichne ich 
dann die kleinste Gruppe, der diese Klassen und auBerdem sämt- 
liche [te Potenzen von Klassen in # angehüren, mit G@, so hat G 
hôchstens den Grad /"". Denn da a <e—1 ist, so künnen hôchstens 
e—1 Basisklassen von # durch Produkte aus Potenzen von €, ..….c, 
dargestellt werden; es muB daher sicher eine Basisklasse in G 
fehlen und der Grad von G ist daher hôchstens !"*. Das Prim- 
ideal p gehôürt aber, wie leicht einzusehen ist, zu einer Klasse aus 


G. Denn wegen (5) — 1 ist p in X (Vo,k) zerlegbar. Ist P 


ein Primfaktor von p, so giebt es sicher einen Exponenten b, so 
daf die Aequivalenz 


5) pa G—s) 41 


in X gilt, wo q,Æ0(?) ist. Daraus folgt nach Satz 14, das PA 
einem Ausdruck von der Gestalt (2) äquivalent ist, woraus man 
sofort erkennt, dafi p zu einer Klasse der Gruppe G gehürt. Von 
der Gruppe G, die durch « vollständig bestimmt ist, wollen wir 
sagen, daf sie zu © gehôürt. 

Der Grad der Gruppe G ist genau gleich !"*. Die Richtig- 
keit dieser Thatsache wird sich aber erst später ergeben. Ich 
trage diesem Umstande dadurch Rechnung, daB ich jede Gruppe, 
die G enthält und deren Grad nicht grôBer als "ist, als zu 
gehürig bezeichne. 


$ 6. 

Wir künnen nunmehr zu dem Nachweïs übergehen, da inbezug 
auf den gegebenen Grundkôrper X genau c von einander unabhängige 
unverzweigte Kürper vom Relativgrade L existieren. Wir be- 
weisen zu diesem Zweck zunächst, da@ sicher ein solcher Kürper 
existiert. re 

Ist der in den vorigen Paragraphen betrachtete Kôürper K (Vo, k) 
nicht unverzweigt inbezug auf k, so wähle man cin zweiïtes System 
von Primidealen q!, ... q!.., das ebenfalls die Bedingungen (3) in 
$ 3 befriedigt. Man gelangt dadurch zu einer primären Zahl w’, 
die von « verschieden ist. Ist jetzt der Kürper Æ (Vw’,k) unver- 
zweigt in bezug auf #, so ist unsere Behauptung bewiesen; ist er 
verzweigt, so schlieBen wir aus Satz 6, daB zu w’ eine Unter- 
gruppe G’, gehürt, die von G verschieden sein mn$. Wäre nämlich 
G = G', so würde man dadurch zu einem Widerspruche mit Satz 2 
kommen. Denn bezeichnet man ‘alle Primideale, für die 
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mit p, und diejenigen, für die 
Lo) ©’ 
—| + 1, (or) = 1, mit p!, 
( + p mit p 
so gilt bekanntlich: 


1 l 1: 
5 np) los = +f() (s 1) 
1 dsl 1 
1 Da 0 -91-1 1 
” à n (p)' +& TC RS à log ET +f(s)+f'(s) (51) 


f(s) und f’(s) haben die bekannte Bedeutung. Da die Primideale 
p sämtlich von den Primidealen p’ verschieden sind und beide 
Arten zu Klassen aus der Gruppe G — G' gehüren, so involviert 
Gleichang (1) einen Widerspruch gegen Satz 2, weil 
ee 

Wir kônnen nun den begonnenen ProceB beliebig fortsetzen, 
indem wir immer neue Systeme von Primidealen q mit den Eigen- 
schaften (3) in $ 3 wählen. Ich behaupte, da8 wir dadurch sicher 
zu einer primären Zahl w, gelangen müssen, welche einen unver- 
zweigten Kôürper X (Vo,, À) in bezug auf # definiert. Denn wäre 
dies nicht der Fall, so müften, da nur eine endliche Anzahl Unter- 
gruppen der Gruppe der Klassen von # existieren, sicher in der 
 Reïhe der erhaltenen primären Zahlen zwei auftreten, zu denen 
dieselbe Untergruppe der Klassengruppe von # gehôürt. Dies ist 
nach den eben gegebenen Ausführungen unmôüglich und daher 
unsere Behauptung bewiesen. 

Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB genau e von einander 
unabhängige unverzweigte relativ-cyclische Kôrper vom Relativ- 
grad ? in bezug auf # existieren. 

Wir nennen ein System von Kürpern unabhängig, wenn keiner 
in dem aus der Gesamtheit der übrigen Kôrper susammengesetsten 
Kôrper enthalten ist. à 

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, da es in bezug auf # 
einen unverzweigten Kôürper X, (Vo, k) giebt. Es sei: 


2) 


es UT ps +6 
D, — EE ov0 Eye 9 
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WO &,, ...€,,, die früher angegebene Bedeutang haben und es 
sei der Exponent w;, von Null verschieden. Es giebt nun in dem 
früher betrachteten System von Zahlen (6) in $ 3 !*”*’ verschiedene 
Zahlen und deshalb auch, wenn e = 2 ist, sicher 2 Zahlen derselben 
Art, für die der Exponent von s;, denselben Wert hat. Der 
Quotient dieser beiden Zahlen liefert dann eine primäre Zahl œ?, 
für die der Exponent von &; Null ist und die deshalb sicher einen 
von X, unabhängigen Relativkôürper in bezug auf # definiert. Ist 
dieser unverzweigt, so ist der zweite der gesuchten e Kürper ge- 
fanden; ist er verzweigt, so wiederholen wir die Betrachtungen 
der ersten Hälfte dieses Paragraphen, indem wir jetzt aber nur 
solche primäre Zahlen heranziehen, für die der Exponent von s; 
Null ist. 

Wir kommen dadurch sicher zu einer primären Zahl &,, die 
einen von X, unabhängigen unverzweigten Kürper X, (Vo,, k) de- 
finiert. Dies Verfahren kônnen wir fortsetzen, wenn eZ=8 ist. 

Ist nämlich in dem Ausdruck für wo, der Exponent von s; von 
Null verschieden, so bestimmen wir in der geschilderten Weise 
eine primäre Zahl ©,, die einen unverzweigten Kôürper XÆ (Vo, À) 
in bezug auf k definiert und bei der die Exponenten von s&, und 
8 Null sind; K, ist dann von X, und X, unabhängig. So kônnen 
wir offenbar fortfahren, bis wir e unabhängige in bezug auf k un- 
verzweigte Kôürper vom Relativgrad Z erhalten haben, da das 
Zahlensystem (6) in $ 3 !*“* verschiedene Zahlen enthält. 

Wir haben jetzt noch nachzuweisen, daB es nicht mehr der- 
artige unabhängige Kôürper giebt. Wir müssen zu diesem Zweck 
die Untergruppen der Klassengruppe von k vom Grade !"* und 
ibre Zusammengehôrigkeit mit den im vorigen betrachteten pri- 
mären Zahlen æ etwas näher untersuchen. 

Die Klassengruppe von # war: 


a, = 0,1,... M—1 
DRAC. C [te Re ho À) 


m0), lb 


Jede Untergruppe von # vom Grade !"* läBt sich dann durch 
eine bestimmte Congruenz 


4) | fat-.fa, =0( 

charakterisieren, wo die f,...f, feste ganze rationale Zahlen be- 
deuten, die nicht sämtlich durch / teilbar sind; d. h. man erhält 
alle Klassen der Untergruppe und jede nur einmal, wenn man die 


Exponenten a,, ... a, in (3) alle Werte durchlaufen läft, welche 
Egl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft G. 20 
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der Congruenz (4) genügen. Man erkennt dies leicht, wenn man 
bedenkt, daf die Untergruppe als Abel’sche Gruppe selbst eine 
Basis besitzt, und dann die Klassen dieser Basis durch C,,...C. 
darstellt. 1 

Eine leichte Abzählung vermittelst (4) lehrt dann, daB es 
_ verschiedene Untergruppen vom Grade !* in der Klassen- 
gruppe giebt; andererseits folgt aus der ŒÆExistenz der Zahlen 


; 1 : : < 
,, .… ©,, daB es mindestens ar verschiedene unverzweigte Kôrper 


vom Relativgrade ! in bezug auf X giebt. Da nun aber zu zwei 
verschiedenen Kôrpern nicht zwei gleiche Untergruppen gehôren 
kônnen, weil man sonst in der zu Anfang dieses Paragraphen 
ausgeführten Weise zu einem Widerspruch mit Satz 2 kommen 
würde, so lassen sich die verschiedenen unverzweigten Kôrper 
und die Untergruppen eindeutig zuordnen. Daraus folgt zugleich, 
da weiter keine unverzweigten Kôrper vom Relativgrad Z in 
bezug auf # existieren kônnen und daB zu jedem solchen Kôrper 
eine Untergruppe der Klassengruppe von # gehôrt, die genau den 
Grad !°" hat. 

Da der Kürper X (Vo,, Vo,, ... Vo, ,E) in bezug anf k re- 
lativ Abel’sch vom Relativgrad [° ist, ist evident. 

Somit ist der zu Anfang dieser Mitteilung aufgestellte Satz 
vollständig bewiesen und auf dieser Grundlage muB nun die Kon- 
struktion des zu # gehôrigen Klassenkôrpers erfolgen. 


$ 7. 
Um den zu # gehôrigen Klassenkôrper zu konstruieren, hat 


man noch folgenden Satz nôtig: 
Satz %: Die Anzahl der unabhängigen ambigen Komplexe in 


K,(Vo,#) G—=12,...0 
ist gleich e—1. 
Beweis: Wir werden im Folgenden den Index ? immer fort- 
lassen, da die Ausführungen gleichmäfig für die e Kôrper X,...K, 
gelten, und die in den vorigen Paragraphen gebrauchten Bezeich- 


nungen anwenden. Es môügen Q,, ... Q, die durch (1) in $ 5 de- 
finierten Komplexe aus Æ sein und À4,,... 4, mügen Idealklassen 
aus den Komplexen Q,,...Q, sein. Es sind dann sämtliche Ideal- 


klassen aus X in der Gestalt darstellbar: 
1) cAR(S),,, AF:(S) 
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wo € eine Klasse aus # und F,(S), ... F,(S) ganze, ganzzahlige 
Funktionen von S bedeuten. $ ist die Substitution, durch die Vo 
in & Vo übergeführt wird. Bezeichnet man nun die Klassen in k, 
in welche die Relativnormen der Ideale aus À,,... 4, hineinfallen, 
mit c,,... €,, so muB die Gruppe der Klassen in #, die c,, ... c, 
und auBerdem sämtliche {ten Potenzen von Klassen enthält, vom 
Grade ?* sein. 

Wäre aber a—e—1, so wäre dies offenbar unmôglich; es ist 
also notwendig 

a=e—] 


und folglich wegen Satz 4: 
2) a = e—1. 


Auch die Anzahlen v und * lassen sich jetzt leicht bestimmen, 
wie folgender Satz lebrt: 

Satz 8: Haben v, v*, e, e, und m' dieselbe Bedeutung wie in 
den Sûtzen 3 und 4, so gilt 


3) Ù = m'—e, +1 
i v= M 
oder in Worten : = 
Jede Einheit in k ist Relativnorm einer Zahl aus K (Vo, k), da- 
gegen sind nur l"—4+1 Eïinheiten Relativnormen von Eïinheiten aus X. 
Beweis: Aus den Ungleichungen (3) und (14) in $ 4 folgt, 


wenn man beachtet, daB a*, { und f den Wert Null haben und 
a — e—1 ist: 


5) wZm+l-e, 
6) vZ=v*+e — 1, 
also auch 

vZEm. 


Da v nicht grüBer als m' sein kann, muB v — m’ sein. Aus 

(6) folgt dann: 

= m+1l—e,, 
also wegen (5) 

= m'—e, +1. 

Aus der letzten Gleichung schlieBt man noch, daf e, mindestens 
den Wert 1 haben mu, d. h. daB es sicher eine Klasse in # geben 
muB, die in # nicht Hauptklasse ist, aber in X in die Hauptklasse 
übergeht. 
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8 8. 


Wir wollen jetzt um des besseren Ueberblicks willen den 
Klassenkürper nicht im allgemeinsten Falle construieren, sondern 
zgunächst einen einfacheren Fall wählen, bei dem aber bereits die 
wesentlichen Ueberlegungen zur Geltung kommen. Wir nehmen 
an, daB die Klassenzahl des Grundkôürpers 4 gleich !? sei und daf 
seine Klassengruppe die Gestalt habe : 


ES a: 
: ae CR 


Es giebt dann, wie wir nachgewiesen haben, genau 2 unab- 
hängige, unverzweigte Kôrper vom Relativgrad / in bezug auf 4, 
die wir mit X, (Vo,;#) und X, (Vw,,#) bezeichnen. Wir denken 
uns die Zahlen ©, und ©, so gewählt, da8 zu ow, die Klassengruppe 
(x, = 0,1,...7—1) und zu ©, die Klassengruppe c (x, = 0,1,.../—1) 
gehürt. 

Wir betrachten jetzt den Kürper X, (Vo,,X) und bezeichnen 
die zugehürige Substitution Vo, |£ Vo, mit S. Ist dann C, eine 
geeignete Klasse aus Æ,, so lassen sich nach Satz D alle Klassen 
aus Æ, in der Gestalt darstellen: 


e CF (SD 


wo c eine Klasse aus À bedeutet. 

Ich führe jetzt der bequemen Ausdrucksweise wegen den 
Begriff des Klassenverbandes ein. Bedeutet c, eine feste Klasse 
und durchläuft c alle Klassen des Kôürpers 4, so nenne ich die 
Gesamtheit der Klassen c, c' einen Klassenverband in k, der von 
der Klasse €, erzeugt wird. Ist c, die {te Potenz einer Klasse, 
so entsteht der Klassenhauptverband. Ein System von Klassen- 
verbänden heift unabbängig, wenn keiner der Hauptverband ist 
und wenn unter den erzeugenden Klassen c,, c,, ... ce, keine Re- 
lation : 


& l 


a, 
Ge CR 


besteht, wo c eine Klasse aus À bedeutet, auBer wenn die Ex- 
ponenten @&,, ... a, sämtlich durch / teilbar sind. 

In unserem Falle bestehen im Grundkürper k zwei unab- 
hängige Klassenverbände; es wird zunächst unsere Aufgabe sein 
nachzuweisen, da8 im Kôrper X, nur 1 unabhängiger Klassen- 
verband existiert. | 
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Man beachte zunächst, daB zu jeder Klasse À aus Æ, sich 
stets eine Klasse B aus X, derart bestimmen läBt, daë : 


3) AGenpieopha tea hi she AT 


wird, weil 1+%8,...S851—(1—S)" = O(!) ist. Es sei nun i+1 
der kleinste Exponent, für den eine Aequivalenz : 


4 CS À p' 


gilt, wo c’ eine Klasse aus # und B’ eine solche aus X, bedeutet. 
Es folgt dann aus (3), daB à <7—2 ist. Ferner ergiebt sich leicht, 
daB keine Relation 


b) ct A—S)+yA—SY, c B" 


gilt, wo €” wieder eine Klasse aus 4 und B” eine solche aus K, 
bedeutet, auBer wenn Y,, Y,, ... y; sämtlich durch Z teilbar sind. 
Denn bestände eine Relation (5) und wäre y, der erste unter den 
Coefficienten y, der nicht durch ? teilbar ist, so würde sich aus 
(5) eine Relation folgender Art ergeben: 


6) ci 8)" AN c" ct Su ) D F(S;) 


wo F(S,) eine ganze, ganzzahlige Funktion von $S, bedeutet. 
Aus (6) würde dann weiter folgen: 


7) CR ER TEE EE) 

D QNhi 
und daher, wenn man den aus (7) folgenden Wert von ct 51) 
in (6) einsetzt 


8) Ci 2 


wo F,(S,) wieder eine ganze, ganzzahlige Funktion von $S, be- 
deutet. 

Durch Fortsetzung des Verfahrens erkennt man, daB bereits 
für den Index ? = eine Aequivalenz von der Art (4) bestchen 
müfte, was gegen unsere Annahme ist ÆEs kann deshalb keine 
Relation (5) bestehen und daher sind die durch die Klassen 


: c,, 7%, oi) 


erzeugten Klassenverbände von einander unabhängig. Die Klassen 
aus k kônnen in X, hôchstens einen unabhängigen Klassenverband 
liefern. Denn aus der Gleichung (3) in Satz 8 folgt, daf ce, min- 


Se AS) °F (8) 


298 Ph. Furtwängler, 


destens den Wert 1 hat, daB also sicher ein Klassenverband aus 
k, der in # nicht der Hauptverband ist, in X, in den Hauptverband 
übergeht. Es sei nuu c* eine Klasse aus k,, die einen von den 
durch (9) definierten Klassenverbänden unabhängigen Verband in 
K, erzeugt, falls ein solcher existiert, andernfalls sei © = 1. 
Das System der Klassenverbände von X, ist dann in der Gestalt 
darstellbar : 


10) os ce ch AS) a 41 Conte à Bb! md 0 Le) 


Wir nehmen nun 4n, da8 in X, mehr als ein unabhängiger 
Klassenverband existiért. und wollen zeigen, daB wir dadurch zu 
einem Widerspruch kommen. Es muB bei unserer Annahme einen 
in bezug auf X, relativ cyclischen unverzweigten Kürper X (V®, K,) 
geben, der von dem Kürper X, (Vo,, K,) verschieder ist. Da mit 
& auch gleichzeitig $S, &, ... ST & primär sind, so werden durch 


Vo,, VS, VS, 8, ... VS a 
1+1 unverzweigte relativ cyclische Kôrper vom Relativgrad L in 


bezug auf X, erzeugt. Da hôüchstens 1+2 — 7 derartige Kôrper 
existieren kônnen, muf eine Beziehung 


11) CAO 


gelten, wo F'(S,) eine ganze ganzzahlige Funktion von $, vom 
Grade Z—1 bedeutet, deren Coefficienten nicht sämtlich durch ! 
teilbar sind. Es sei 


12) F(S) = 4+4(1—-8)+.:4:(—8S)" 


und es sei z, der erste Coefficient, der nicht durch ! teilbar ist. 
Es ergiebt sich dann genau wie oben, daf die Relation: 


13) QUE). oainl 


gilt, wo À eine Zahl aus Æ, bedeutet; dagegen besteht für 
keinen kleineren Exponenten als k eine Relation von der Art (13). 
Ich bezeichne jetzt die Zahl: 


h—1 
14) QU) mit &/; 
dann ist 
14) QT SD ot A 


Ich behaupte nun, daB 
a = 0 (1) ist. 
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Wäre nämlich a+0, so wäre der Kôürper K’(VSR', K,) kein 
relativ Galois’scher Kôrper in bezug auf X. Die Adjunktion der 
mit X' relativ-conjugierten Kôrper zu K' müfte dann einen re- 
lativ-Galois'schen Kürper in bezug auf X, ergeben, dessen Re- 
lativgrad ein Teiler von /! sein müfte. Andererseits ist dieser 
Kôrper, wie aus (14) hervorgeht, in dem Kürper K (VR', Vo,, K,) 
enthalten, sein Relativgrad also ein Teiler von l’, d.h. der Re- 
lativgrad muf gleich l sein und X” selbst somit ein relativ Ga- 
lois’scher Kôrper in bezug auf X. Es ist daher nur der HE 
a =0(!) môglich. 

Wir untersuchen nun, welche Untergruppe G der Klassen- 
gruppe von Æ, zu &’ gehôürt; sie mu die Eigenschaft haben, daf 


15) Gas 5, À, 
Ist sie durch die Congruenz 
16) bx+0,y, +:--0b,y, = 0 (1) 


definiert, wo x,y die Exponenten aus (10) bedeuten und b, b,,...b, 
gewôhnliche ganze Zahlen sind, so folgt, daB die Gruppe $, G 
durch die Congruenz: 


17) b(x—y,d)+b, Yo +0, EU) Mas 'e b, (=, ht) 0 (1) 
definiert ist, wenn wir annehmen, daf 


S,)tr1 l 


Ca D: 


ist. Ordnet man (17), so ergiebt sich 
18) br + y,(b,—b,)+...y,,(0,,—b)+y,(—-bd4+b,) = 0 (D. 
Da (18) und (16) identisch sein müssen, folgt 
Ditemibi ab et 0 y d == ,0 


d. h. die Gruppe G ist durch die Congruenz 
19) æ=0 (1) 


bestimmt, wo x den Exponenten von c* in (10) bedeutet. Es 
existiert nun in X, eine Klasse À, die einen ambigen Komplex 
bestimmt und für die daher die Aequivalenz 


gilt. Ist f= 0 (1), so ist À eine ambige Klasse in /. In diesem 


1508 11) 
1. 
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Falle ist v—w*=> 1 und daher e, 2, d.h. alle Klassen aus % 
gehen in k, in die Hauptklasse über. Es wäre dann 


“vlinmkX, 


und die Gruppe G müBte dann sämtliche Klassen aus X, umfassen. 
Da dies unmôglich ist, mul f 40 (!) sein. Da die Klasse À mit 
einer beliebigen Klasse aus # multipliciert werden kann, ohne daf 
dadurch (20) sich ändert, künnen wir annehmen, daf À zur Gruppe 
G gehôrt; dann gehôrt auch wegen (15) S, À zu G und daher 
müBte auch nach (20) c*’, also auch c* zur Gruppe G gehôren. 
Das widerspricht der Congruenz (19). Wir kommen daher, wenn 
wir annehmen, daf im Kôrper X, mehr als ein Klassenverband 
existiert, zu einem Widerspruch. Es existiert deshalb nur ein 
unabhängiger Klassenverband in Æ, und sämtliche Klassen von 
X, sind deshalb in der Gestalt : 


cp! 


darstellbar, oder auch, wenn man y, ein geeignetes Wertsystem 
durchlaufen läft, in der Gestalt : 


C4 


Wir behaupten nun, da8 die Relativnormen der Ideale aus 
C, in eine Klasse 


(= 1,2,...1—1) 


fallen. Denn ist 3 ein Ideal aus C, und fiele die Relativnorm 
j von 3 in eine Klasse 

T1 Te 

G C 
wo x, 0 (1) wäre, so müfite in j ein nicht in $ aufgehender Prim- 
faktor p aufsehen, der ebenfalls einer derartigen Klasse angehürte. 
Da dieses Primideal p in X, in / Faktoren zerfallen müfite, ergiebt 
sich ein Widerspruch; denn es kônnen nur die Primideale aus 
den Klassen 

ctal(x, OL... 1-1) 
in À, zerfallen. 
Da die Relativnormen der Ideale aus C, auch nicht in die 

Hauptklasse von % fallen künnen, so ist damit nachgewiesen, daB 
sie in eine der Klassen: 


Ty 


LA ed, ie D 
fallen. 
24 
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Da die Klasse C, einem ambigen Komplex angehôrt, ist c einer 
Klasse aus % äquivalent und daher entweder: 


eut oder erst Aya 


Tritt der erste Fall ein, so werden offenbar alle Ideale 
aus % in X, Hauptideale und die Klassenzahl des Kürpers 
K (Vo,, Vo,, k) wird zu 1 prim. Wir wollen zeigen, daf dieser 
Fall stets eintreten mul. 

Angenommen nämlich, es wäre 


Gnb1, 


so wäre die Klassenzahl von X (Vo,, Vo,, k) offenbar durch 
teilbar. 

Es giebt nun eine von c, verschiedene Klasse © in #, die in 
k nicht Hauptklasse ist, wohl aber in X in die Hauptklasse 
übergeht. Ich wähle jetzt ein Primideal aus einer der Klassen 
g (f—=1,2,...(1—-1)). DaB es in einer dieser Klassen ein Prim- 
ideal giebt, erkennt man leicht in folgender Weise. Die Klassen 


star MO LITE 


bilden eine Untergruppe der Klassengruppe von #, zu der eine 
bestimmte primäre Zahl & gehôrt, derart, daB alle Primideale p 
mit der Eigenschaft 


in einer Klasse der genannten Untergruppe liegen. Da nicht alle 
diese Primideale in der Hauptklasse liegen kônnen, weil sich sonst 
ein Widerspruch gegen Satz 2 ergeben würde, muf in einer der 
Klassen 5’ ein Primideal vorhanden sein. Ist dies das Primideal 
p, so geht p in X, in die Hauptklasse über, bleibt aber Prim- 
ideal, weil w, Nichtrest von bp ist. Im Kôrper Æ(Vo,, Vo,, #) 
zerfällt dann p in ! Faktoren, deren jeder, wie aus meinem ersten 
Aufsatze folgt, der Hauptklasse angehürt,. 

Ich betrachte jetzt den Kürper K (Vo, k), der unverzweigt 
und relativ cyclisch vom Relativgrad ! in bezug auf # ist. Das 
Klassensystem von Æ läft sich dann in der Gestalt schreiben: 


C? x 


wo C eine geeignete Klasse aus À bezeichnet. Ist jetzt 
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Cho: 


so wäre die Klassenzahl von Æ(Vo,, Vw,, k) zu ! prim gegen 
unsere Annahme. Es müfite daher C° nl 1 sein und deshalb auch, 
wie leicht zu erkennen ist, ©n'u1 in X. 

Ein Primideal p aus einer der Klassen c/ ed 2). den 


mit der Eigenschaft (5) — 1 würde dann in Æ in ? Primfaktoren 


zerfallen, von denen einer $ sei. $ würde dann in X (Vo,, Vo,, #) 
Primideal bleiben, aber nicht in die Hauptklasse übergehen. Das 
widerspricht dem eben Bewiesenen. Unsere Annahme, dafi C,nui 
sei und die Klassenzabhl von X (Vo, Vo,, k) durch ? teilbar sei, 
ist daher falsch. Es ist vielmehr 


c vi 
und die Klassenzahl von Æ(Vo,, Vo,,k) ist zu ! prim Wir 
fassen das bisher Bewiesene noch einmal kurz zusammen: 
Satz 9: Der Kôrper k, der eine l“ Eïnheitswurzcl enthält und 
dessen Klassensystem in der Gestalt: 


LE 


cie (rm i0 4. 121) 


2 

darstellbar ist, besitet _—. — l+1 verschiedene unverzweigte re- 
lativ cyclische Oberkôrper vom Relativgrad 1, unter denen sich 2 un- 
abhängige befinden. Die Klassenzahl der sämtlichen 1+1 Oberkôürper 
ist genau durch die erste Potenz von l teilbar, und alle Ideale aus k 
werden in jedem von ihnen Hauyptideale. Die sämtlichen 1+1 Ober- 
kürper sind enthalten in einem Kürper K, der relativ Abel'sch vom Re- 
lativgrad l und unvereweigt in bezug auf k ist. Die Klassenzahl 
des Kôrpers K ist zu l prim, er ist der zu k gehürige Klassenkürper. 

Die Ausdehnung des vorstehenden Satzes auf den Fall, daf 
das Klassensystem des Grundkôrpers # in der Gestalt: 


ch ot. et me(eb HO TMAN T1) 
darstellbar ist, ist ohne weiïiteres ausführbar. Für solche Grund- 
kôürper 4, die eine {te Einheitswurzel enthalten und deren Klassen- 
system ganz beliebig ist, werde ich noch einige Bemerkungen be- 
züglich der Konstruktion des zugehürigen Klassenkôrpers im 
nächsten Aufsatz machen, dessen Hauptinhalt die Untersuchung 
der Zerlegung der Primideale des Grundkürpers % im Klassen- 
kôrper bilden wird. Dabei wird sich ein wesentlicher Unterschied 
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gegen den Fall ! — 2 bemerkbar machen, für den die vorstehenden 
Entwickelungen vüllig gültig sind, wenn der Grundkôrper # und 
seine conjugierten Kôürper imaginär sind. Es sei dies noch an 
dem einfachsten Falle, da das Klassensystem des Grundkürpers 4: 


cn (mi 10, denis) 


ist, auseinandergesetzt. Der Klassenkürper X (Vo, #) ist dann 
relativ cyclisch vom Relativgrad ! in bezug auf # und es wird 
sich zeigen, daf alle Primideale p© aus den Klassen c, €, ... €! 
in XÀ Primideale bleiben, während alle Primideale ÿ* aus der 
Hauptklasse von Æ in X in ! verschiedene Primfaktoren zerfallen, 
was sich durch die Formeln ausdrücken läft: 


CCE 


Diese Angaben erschôpfen im Falle ! — 2 den Gegenstand 
vôüllig, was für /=>2 keineswegs zutrifft; es gelten für !—2 
vielmehr noch wesentlich schärfere Sätze. Es zeigt sich nämlich, 
da, wenn bp; irgend ein Primideal aus der Klasse c' bedeutet, 

@ 


das Potenzrestsymbol es stets den gleichen Wert hat; es gilt 
ci 


nt) 

Pos Pa’ 

und es läBt sich überhaupt nachweisen, daf nicht nur für alle 
Primideale, sondern auch für alle Ideale aus einer bestimmten 
Klasse der Restcharakter von © der gleiche ist. 

Es läft sich also die Zugehôürigkeit eines Ideals j zu einer 
bestimmten Klasse vüllig durch Angabe des Restcharakters von 
œ nach j charakterisieren. Alle diese schärferen Angaben sind 
im Falle ! — 2 selbstverständlich, weil nur 1 Nichtrestcharakter 
existiert. 


sogar noch weiter: 


Ueber den Klassenkôrper 
eines algebraischen Zahlkôrpers. 


Zweite Mitteilung. 


Von 
F. Bernstein. 


Vorgelegt durch Herrn Hilbert in der Sitzung vom 31. October 1903. 


In einer ersten Mitteilung') gleichlautenden Titels war der 
Existenzhbeweis des Klassenkôürpers für den Fall begonnen, da 
die Klassenanzahl » des Grundkôrpers gleich {? war und daB das 
Geschlecht der Klassen gleich p und grôBer als 1 war. Diesen 
Beweis setzen wir unter Beibehaltung aller eingeführten Bezeich- 
nungen fort und zeigen, da die Relativdiskriminanten der durch 
die Gleichung (33) definierten Kôrper gleich 1 sind. 


8 1. 


Wir betrachten einen der Kôrper 
AA PERS FUICA 


z. B. k(x,) und führen die folgenden Bezeichnungen ein. 
Es sei 
v* — der Anzahl der von einander unabhängigen Ein- 
heiten in k, die Relativnormen von Eïnheiten in k(x,) sind, 
v — der Anzahl der von einander unabhängigen Ein- 
heiten in #, die Relativnormen von Eïnheiten oder gebro- 
chenen Zahlen in Æ(x,) sind, 


1) Ucber den Klassenkôrper eines algcbraischen Zahl- 
kôrpers. Erste Mitteilung. (Gôtt. Nachr. 1903, Ilcft 2). 
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a* — der Anzahl der von einander unabhängigen am- 
bigen Komplexe in Æ(x,), welche aus ambigen Idealen ent- 
springen, 

a — der Anzahl der von einander unabhängigen ambigen 
Komplexe in k(x,), welche aus ambigen Klassen entspringen, 

a — der Anzahl der von einander unabhängigen ambigen 
Komplexe in Æ(x,), 

t — der Anzahl der Primfaktoren in der Relativdiskrimi- 
nante von X(x,), 

n — der Anzahl der von einander unabhängigen Klassen 
e in k, welche in Æ(x,) Hauptklassen werden (übrigens ist 
für diese c' — 1). 

Es besteht für einen beliebigen relativ cyklischen Zahlkôrper 
vom Relativgrade ! gegenüber k und insbesondere also für den 
Kôrper k(x,) der 

Hilfssatz 1. Es ist 


m 


(34) T<t-S 


+v+tn—|i. 
Den Beweis dicses Hilfssatzes verschieben wir auf eine aus- 
fübrlichere Darstellung und fahren in der Betrachtung fort. 
Es sei { verschieden von Null und es seien also von den Ex- 
ponenten v,, ..., Um) SENAU t grüBer als Null. 
2 


Es môügen f unter ihnen einen Index grüBer als - haben. 


Die Primideale, welche in der Relativdiscriminante von Æ(x,) 
aufgehen, seien entsprechenderweise mit 


Qi so.) dy) 
und 
tr GR à) re 
bezeichnet. Es besteht der 
Hilfssatz 2 Es ist 


(35) ED —t+f 
Beweis. Es mügen 7, ..., y, irgend welche Exponenten 
F3 
aus der Reïhe 0 .../—1 bedeuten, ferner sei &,, ..., en ein Sy- 
2 


stem von Grundeinheiten in #; soll dann die Einheit 
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Ya y 


ane 
Être, 


die Relativnorm einer Einheit oder gebrochenen Zahl in k(x,) 
sein, so müssen die é—f Bedingungen 


em (=. = 


CS 


erfüllt sein. Diese Bedingungen haben zur Folge, daf #t—f der 
Exponenten %,,..., y, gleich Null sein müssen. Hieraus ent- 
2 


nehmen wir, daf die Anzahl v der von einander unabhängigen 
Einheiten in #, welche Relativnormen von Einheiten oder ge- 
brochenen Zahlen in Æ(x,) sind, hôchstens gleich S—t+ f ist. 

Es gilt ferner der 

Hilfssatz 3 Es ist 


(38) a—a =p—n—f. 


Beweis. Die definierende Gleichung für einen ambigen Kom- 
plex, welcher keine ambigen Klassen enthält, ist gegeben durch 


(39) SC — Cä, 


wo C und SC relativ konjugierte Klassen der Kôrper k(x,) be- 
deuten und wo d eine Klasse des Kôrpers #4 vorstellt, welche in 
k(x,) nicht Hauptklasse wird. Man überzeugt sich leicht, daf 
die Anzahl der von einander unabhängigen Lüsungen der Glei- 
chung (39) hôchstens so grof ist, als die Anzahl der von einander 
unabhängigen Klassen d in k, die in k(x,) nicht Hauptklassen 
werden. D.h. es ist 


(40) a—a =p—n. 
Die Ideale 
Im En + 
mügen den Zahlen 
Qu + 0, 
aus der Reïhe 9,, ..., op, mittels der Gleichungen (19) entsprechen. 


Es sei 


(41) (e:) = di; CRT (e,) = b, 
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gesetzt, wo b,, ..., d, Ideale in À bedeuten, deren zugehôrige 
Klassen d,, ..., d, heifen mügen. 

Es werden d,,..., d, in k(x,) nicht Hauptklassen. Denn 
sei andernfalls 
(42) db, — (P,), *.) db, = (P,), 
so wäre 
(43) en, (P,) Ta Qi) cr. € NRC s ?) —_ 0; 
und also gemäf den Relationen (19) 
(43) (ee LA + eos (RC 2) Ha, 

In TH 


da aber nach denselben Relationen 


& € 
: = +1, ..., . ) = +1 
re Im 


ist, so bietet die Gleichung (44) einen Widerspruch dar. Es sei 
jetzt 


cent 


1? pn 


ein vollständiges System der von einander unabhängigen Klasse 
d' — 1, welche in k(x,) nicht Hauptklassen werden, sodaB also 


d = dd... dr 


ist, Wo €,, ..., e,_, irgend welche Werte O ... /—1 bedeuten. In 
der ausführlicher geschriebenen Gleichung (39) 
45 Epn 
æ SC = Cdt. dr 
müssen €, — €, — +. — €, — 0 sein. 
Denn sind b,, ..., b,_, noch näher zu bestimmende Ideale aus 


den Klassen d,, ..., d,,, ist 3 ein Ideal aus C und À eine ge- 


brochene Zahl in #(x,), so besteht die Gleichung 

(46) A ETS eg 
Wir bilden die Relativnorm und erhalten 

(47) en, (4) = Qi... 2"; 


die Zahlen 6’, ..., @,, môügen infolge der Wahl von d,,... d,, 
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und der Wahl von b,, ..., b,, mit Zahlen aus der Reïhe @,,... 0, 
übereinstimmen. - 
Die Gleichungen 


em (0) (É) …. (RO) (5) 


on on At Le 
welche aus (47) und (19) folgen, lebren in Rücksicht auf (19), daB 
e 0; .;,e— 0 


sein muf. Durch gleiche Schlüsse, wie bei der Ableitung der 
Gleichung (40) gelangt man jetzt zu dem Resultat, daf 


a—a = p—n—-f 


ist. Durch Addition der Ungleichungen (34), (35), und (38) folgt 
Satz 1 Es ist | 


(49) à <p=n. 


8 2. 


Wir stellen jetzt das folgende Theorem auf: 
Satz 2 Es sei p ein Primideal in #, welches der 
Congruenzbedingung 


Dr 

(50) CE) = +1 
genügt. Dann gehôrt die Klasse in welcher bp liegt, 
zu einer bestimmten Untergruppe H der Gruppe G 
der Klassen von k&, welche gegenüber der Gruppe G& 
den Index ? hat. 

Um den Beweis zu führen ist ein Hilfssatz erforderlich, der 
folgendermaBen lautet : 

Hilfssatz 4 Jede Klasse C in k(x,) ist in der Form 


(51) (ee — cF:(S) à. CES), 


darstellbar, wo « eine in ? prime Zahl und F,(S),..., F,(S) ganz- 
zablige Funktion von S vom Grad !—2 darstellen, und wo c eine 
Klasse in Æ bedeutet. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes kann mit der gleichen Methode 
geführt werden, mit der die Existenz der relativen Grund- 
einheiten bewiesen wird !). 


1) siehe D. Hilbert: Algebraische Zahlkôrper $ 55. Jahresber. d. d. Math.- 
Vereinigung. Bd. 4. 1894—95, 
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Infolge der Gleichung (60) zerfällt das Primideal p im Kôürper 
k(x;) in ? Primideale, deren eines $ heife. GemäB der Gleichung 
(b1) besteht eine Aequivalenz 


(82) RS Ni 
wo S,,..., à, geeignete Ideale aus C, ..., C, und wo j ein Ideal 


aus c bedeutet. 
Wir bilden die Relativnorm. Es wird 


(3) ANS ON EEE POS À 
WO 9, ..., 9, Exponenten aus der Reihe 0 ... !—1 bedeuten, und 
wo j,,... j, die Relativnormen der %,,..., &, sind. Da nun 


nach Satz a =p—1 ist, so bilden die Klassen der Ideale p, welche 
einer Gleichung (53) genügen, eine Gruppe, welche in Bezug auf 
G mindestens den Index ! besitzt. Für unsere weiteren Schlüsse 
bedürfen wir nun den folgenden 

Hilfssatz 5 Sei R eine Untergruppe der Gruppe der 
Klassen vom Index Æ. Es seien mit q alle Primideale bezeichnet, 
für welche g“ in einer Klasse der Gruppe R liegt (wobei « einen 
zu | primen Exponenten bedeute), dann ist die Summe 


1 il 1 
ZQ — res rt F6) 


wo F(s) eine solche Funktion der reellen Veränderlichen s be- 
deutet, daB e*® für s — 1 endlich bleibt. 
Der Beweis wird mit bekannten Methoden geführt !). 
Wenden wir jetzt den Satz 1 der ersten Mitteilung auf die 
Primideale p an, die der Relation (50) genügen, so folgt 


1 1 1 | 
(B5) 2 "01 UE log Rent +f(s), 


(64) 


wobei f(s) selbst für s — 1 endlich bleibt. 

Der Vergleich der beiden Formeln (54) und (55) Ichrt zu- 
nächst, daf in unserm Fall d. h. für die Gruppe J1 der Index 
gleich ? sein muf. Daraus folgt übrigens, dai a = p—1 
sein muf. 

Wir beweisen nun leicht den 

Satz 3 Ist w’ eine Zahl, soda jedes Primideal p, welches 
der Relation 


(66) ( on 


(e 


1) siehe 7. B. IT. Weber, Algebra, Bd. II. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichton. Math.-phys. Klasse 1009. Heft 6. 21 


310 F. Bernstein, 


genügt, einer Klasse der Gruppe Æ angehôrt, so besteht eine Re- 
lation 


(B7) wo = à. 


Beweis. Es mügen p, resp. p, diejenigen Primideale be- 
zeichnen, welche den Relationen (50) resp. (56) genüigen. Mit p,., 
seien diejenigen unter ihnen bezeichnet, welche beiden Relationen 
zugleich genügen. Die Menge aller Primideale qg, welche den 
Klassen der Gruppe À angehôren, ist also grôBer oder gleich der 
Menge der p,, vermehrt um die Menge der p,, vermindert um die 
Menge der hp, Es ist also 


1 1 1 1 
58 EE RIT re PA TS TU >) 
D roro Dre 27m) 
und da in Hinblick auf Satz 1 der ersten Mitteilung, wenn 
keine Relation (57) besteht 
1 2 1 no 1 
(B9) 5 —— + = g)le + f 0 


BEST RES Be) — 
ist, wo f*(s) für s — 1 endlich bleibt, so folgt 


L ET | 1 
RE Pt ee 
(60) 20 ET -r)08-r +" 0) 
Da nun der Index vom H gleich Z ist, so folgt andrerseits 
1 1 Î 
(61) 270 2 los +F(6), 


wo F(s) selbst für s — 1 unterhalb einer endlichen positiven 
Grenze liegen mu. Die Gleichungen (60) und (61) stehen im 
Widerspruch, der sich nur lôst, wenn angenommen wird, da die 
Relation (57) statt hat. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht zu zeigen, daB die 


Exponenten v,,... Uni in dem Ausdruck für w, sämmtlich gleich 
2 


Nall sind. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so kôünnte man, da 
die Congruenzen (19) unendlich viele Lôüsungen haben, unend- 
liche viele und zwar von einander unabhängige Zahlen 
o konstruieren, für welche ein dem Satz 1 entsprechender Satz 
gilt. Da es aber nur endlich viele Untergruppen vom Index / 
giebt, so müBte es eine Untergruppe H geben an welcher wenig- 
stens ZWei von einander unabhängige Zahlen © und «’ in dem 
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durch Satz 1 bestimmten Sinne gehôren. Dies ist jedoch ein 
Widerspruch zu Satz 3, der sich nur lüst, wenn angenommen 


wird, da sämmtliche Exponenten v,, ..., D verschwinden. 
Fe 
Hiermit ist also bewiesen: 
Theorem I. Sämmtliche Kôrper k(x,) (x — 1, ..., p) sind 


unverzweigt. 

Ist 
(62) D 0h... w7, 
wo e,, ..., e, irgend welche Exponenten 0 ... /—1 bedeuten, so 
entspringt aus 2 — © ein unverzweigter Relativkôrper (x). Die 
Gruppe AH, welche im Sinne von Satz 1 zu © gehôürt, gehôrt 
ebenso zu &°, ©, ... ©". Es giebt im ganzen !/? Zahlen der 


Form © und {7 Untergruppen der Klassengruppe vom Index 1. 
In Hinblick auf Satz 3 folgt daraus: 

Satz 4 Zu jedem Cyklus ©, w°, ... o* gehürt im Sinne 
von Satz 1 eine bestimmte Untergruppe H vom Index L. 


Zum Beweis des Cauchy-Goursatschen 
Integralsatzes. 


Von 
Lothar Heffter. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 31. October 1908. 


In meiner Arbeit ,Zur Theorie der reellen Curvenintegrale“ 
(Gütt. Nachr. 8. Febr. 1902) habe ich den Beweïis des fundamenta- 
len Cauchy-Goursat’schen Satzes!) über Integrale, die auf 
geschlossenem complexen Wege erstreckt sind, dadurch er- 
bracht, daB ich den entsprechenden Satz für reelle Curveninte- 
grale, aus dem jener andere folgt, bewiesen habe. Dieser Beweis 
wiederum kann entweder unmittelbar durch meine Definition des 
längs beliebiger rektifizierbarer Curve erstreckten Integrals (a. a. O. 
I $ 1 und II $ 1) oder durch einen ähnlichen Grenzübergang auf 
den für ein Rechteck, dessen Seiten den Coordinatenaxen pa- 
rallel sind, zurückgeführt werden. In der angeführten Arbeit 
(II $ 5) bin ich dann noch weiter von dem Rechteck auf ein Qua- 
drat zurückgegangen, um für dieses endlich den eigentlichen 
Beweis zu erbringen. Da$ sich dieser, was nicht unwesentlich ist, 
fast wôürtlich ebenso einfach schon für ein Rechteck führen 
läft, müchte ich im Folgenden zcigen, vorher aber kurz darlegen, 
daB aus dem Satz für reelle Curvenintegrale in der 
That der für complexe unmittelbar folgt. 

Die Grelegenheit, auf jenen Gegenstand noch einmal zurückzu- 
kommen, benutze ich umso lieber, als mir der gedachte Beweis 
weitaus der einfachste von den bisher erbrachten zu sein scheint, 


1) Vgl. Goursat, Transact. of the Amer. Math. Soc. 1. (1900) S. 14—16. — 
Moorc, ebenda, S.499f. — Pringsheim, ebenda Bd. 2. (1901) S. 413—421 
und Bibl. Math. 8. Folge 1. (1900) S. 477—479,. 
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was durch seinen Platz am Ende einer längeren Arbeit vielleicht 
wenig zu Tage tritt. Seine Einfachheit und zugleich seine we- 
sentliche Verschiedenheit von den andern Beweisen beruht eben 
auf der Benutzung reeller Curvenintegrale und eines in folge 
dessen zu Gebote stehenden Mittelwertsatzes, wodurch sich der 
Kernpunkt der ganzen Beweisführung, wie mir scheint, in ein- 
fachster Form darstellt. 


I. 


Zurückführung des complexen Integralsatzes auf den 
reellen. 


Tst F(2) = p(xy) +iv(xy) eine Function von 2 = x+yi, 
die im Innern und auf der Begrenzung eines Berei- 
ches G eindeutig und stetig ist und überall in G ei- 
nen bestimmten Differentialquotienten F'(2) besitzt 
(das sind die Voraussetzungen des Cauchy-Goursat’schen 
Satzes, die wir im Folgenden kurz mit (V;) bezeichnen wollen), 
so folgt daraus die Eindeutigkeit und Stetigkeit von g und # in 
G als Functionen der beiden reellen Variablen x, y, ferner die 
Existenz der partiellen Ableitungen 


() Ô 
PE = 3 NY = 
1) 
() oO 
Ÿ,(xy) = D Y,(æy) = ôy” 


die Gleichheiten 

2) Pi = Vis Vi = Ps) 

endlich die Ungleichungen 

1p(xy)-p(r)—(2—2)p (td) — (9H) Pro) | < EL 190) 

(y) (00) — (2-2) (rit) — Qt) Po) | < 22 HA yo) 
für |æ—x,| <ô, |y—-y,| < 6, 


8) 


wo %,%, ein beliebiges Wertenpaar aus G@, & beliebig, Ô hinläng- 
lich klein ist. | 
Denn die Stetigkeit von F(2) bei 4, = x, +Y,t besagt 


4) |F(2)—F(2,)| < e für |2—2,| < 6, 
wo « beliebig, à hinlänglich klein ist, oder 


b) p(xy)+ip(xy) — p (y) — it (x) | <e für lt+yi—r— Yo < ô, 
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und hieraus folgt 
| lp@n)-pGy)l< Es } 
live v@)| <e | Te 


d.h. die Stetigkeit von g und y als Functionen der beiden 
Variabeln x, y. 

Aus der Existenz eines bestimmten Differentialquotienten 
F'(2) folgt ferner die Existenz dèr Grüfen (1) und die Glei- 
chungen 


für |t—x,| < — Re 
| je , ly-nl 


| Fe) = … = (ty) + iv (xy) 
= V,(xy) —ig, (xy), 


7) 

| r@ = 

also die Gleichheiten (2). 
Ebenfalls aus der Ungleichung, die ausdrückt, da8 F'(2) der 

Grenzwert des Differenzenquotienten ist, 

8) |F()-F()-(e—2) Fa) <e|2—2,| für |2—2,| < V2, 


wo & beliebig, Ô hinlänglich klein ist, folgen endlich durch genau 
dieselbe Rechnung, die von (4) zu (6) führte, unter Berücksichti- 
gung von (7), (2) und der Ungleichung 


[t—x, +i(y—y,) | = Fe | + | Y—Y |, 
die Ungleichungen (3). 
Ist nun C die Begrenzungseurve von G@, so ist 


9) LF@de = [(gdr—v dy) +if(vax + pdy), 
wo jedes der beiden reellen Curvenintegrale rechts die Form hat 
10) LE (en) dx + 9 (xy) dy) 


und den Voraussetzungen genügt: f und g sind im Bereich 
G überall eindeutig und stetig als Functionen der 
beiden Variabelnx,y, besitzen überall ein vollstän- 
diges erstes Differential (nach (3)) und genügen (nach 
(2) der Bedingung f,(xy) = y,(æy). 

Das sind aber die Voraussetzungen des reellen, (a. a. 0. 
IL. $ 5) von mir zuerst ausgesprochenen Satzes (die wir fortan 
kurz mit (V,) bezeichnen wollen), aus denen folgt, dafi das Inte- 
gral (10) den Wert Null hat, wie wir in II beweisen wollen. 

Also folgt aus den Voraussetzungen (V.) für das Integral 
links in (9) das Bestehen der Voraussctzungen (V,) für die bei- 
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den Integrale rechts in (9), Mithin folgt aus der Gültig- 
keit des reellen die des complexen Satzes. 


IL. 
Beweis des reellen Integralsatzes für ein Rechteck. 


Seien jetzt die Voraussetzungen (V,) für das Rechteck mit 
den Ecken a, «; b, a; b,B; a, B, dessen Seiten den Coordinatenaxen 
parallel sind und das wir auch kurz durch [(aa) (bB)] bezeichnen, 
erfüllt. Ohne Beschränkung der Allgemeingültigkeit kann man 
annehmen, daf 

b>a Ba B—-aZb—a, 
also 
1) b—a — 1(B—a), wo0<1<lI. 
Nach dem Satz vom Mittelwert der Integrandenfunction ist das 
über das Rechteck [(a «) (b8)] erstreckte Integral 
2) fFdz+gdy) = [f(Ea)—fÉB)](b—a)+ [9 m)— 9 (an)] (B— à) 
— |A[F(Ea)—f(E8)]+[9(bm) —g(an)]} (8— a), 
wo Ë ein gewisser Wert im Intervall (ab), m ein solcher im In- 
tervall («B) ist. Wir müssen also zeigen, daf 
8) ACIER) —fE a)] — [9 n) —g(an]l = d 
den Wert Null hat. — 

Zerlegt man das Rechteck [(aæ)(bB)] in vier kleinere durch 
Parallele zu den Axen, die die Seiten halbieren, so muf, da das 
Integral über das grofe Rechteck gleich der Samme der Integrale 
über die vier kleinen ist (bei gleichem Integrationssinn), bei min- 
destens einem von ihnen, das wir {#,@,) (b,B,)| nennen wollen, das 
Integral absolut genommen = (B—«) sein, also, da B—«, = _ 


und wenn wieder der Mittelwertsatz angewendet wird, 


d 
3") | À L/(E B;) Ar, a) | = [a (, M) ES ga m)] Eee 2? 


wo En, gewisse Werte im Intervall (ab) bezw. («,B,) sind. 
Wiederholt man diesen SchluB » Mal, so ist also 


é l 
ge) JAEB)-fEa)]-l9@n) sn E ge 


Da nun von den Rechtecken [|(4x)(bB)|, [(«,«,)(b, B,)1, . . . jedes 
21 
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ganz im vorhergehenden liegt und die Seiten der Rechtecke ge- 
gen Null convergieren, so schränkt diese Serie von Rechtecken 
mindestens einen bestimmten Punkt (x,7,) ein. Diesem kommt 
in Bezug auf eine beliebig kleine positive Zahl & nach den Voraus- 
setzungen (V,) eine bestimmte Umgebung |x—x,|< 0, |y—y,|< à 
zu, soda 


enfer) ex) e)y-y)| < 82-21 +194} 
[g(xy)-g(r 4) (Go Y)(T 2%) 912090) Y—Y)| < £ [x |+ [y 
für [aa |<8, |1y-y | <0, 


4) 


wo Ô eine bestimmte hinlänglich kleine positive Zahl ist. 

Bei hinlänglich groBem n liegt das Rechteck [(a, «,) (b, B,)] 
ganz innerhalb dieser Umgebung des Punktes 4,7%, d.h. ganz in- 
nerhalb des Quadrates [(x,—0d, y,—d)(x,+0, y,+0)] Also ist 
dann nach (4) 

LIFEB) au) -x) eu XB V0 <ellE 2 l+18-00 
l 1FEa)—f(copo) (Lo Y NE -%) Pro NE, —Yo)| <E [E,—2,1+ le, 7 | ie 


also weiter, da [é—2,|, [8,—%,1, [a—%,1<(8,-—&.) sind, 


5) 


6) FFE, B,)—f(E a) — fit ÿo)(Bn— a) < 4e (B,— «). 
Ebenso ergiebt sich mit Rücksicht auf (1) 
7) [J(,n,)—g (an) —9,(t,%)(—a,)| <4e(B,—a,). 


Nach Multiplication von (6) mit 4 folgt endlich aus (6) und (7) 
unter Berücksichtigung von (V,) (f, = g,) und (1) 
8) IS R.)-FEc)]— [4 (,n,) —9 (an) | < 4e (4 +1)(8,— a). 


Da aber 


9) AQU ne) CRE) 
so liefern (8), (9) und (3") das Ergebnis 
10) d < 8e(B—a) 
d. h. 
d=+0): 


Bonn, 23. Oktober 1908. 
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Ueber die axiomatische Begründung 
der Vektoraddition. 


Von 
Rudolf Schimmack. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 31. October 1903. 


Die letzten Untersuchungen über das Beweisproblem des Satzes 
vom Kräfteparallelogramm, welche Darboux und F. Siacci! 
verüffentlicht haben, künnen nicht als abschliefend angesehen 
werden, insofern dort die axiomatische Methode zum mindesten 
nicht vüllig durchgeführt ist und die gegebenen Beweise auch 
nicht immer auf absolute Strenge Anspruch machen künnen. Es 
erschien daher wünschenswert, die Untersuchungen in der ange- 
deuteten Richtung zu vervollkommnen. Indem wir das Physika- 
lische der Frage ganz ins Formal-Mathematische übertragen, lautet 
das Problem: 

Die Aussage der Vektoraddition soll zerlegt 
werden in eine Anzahleinfacherer Aussagen(Axiome), 
aus denen man allein durch logische Operationen 
den Additionssatz wieder herleiten kann. 

An dieses Axiomsystem stellen wir eine Reïhe methodischer 
Forderungen. Die Axiome müssen widerspruchslos und unab- 
hängig sein; sie sollen nicht offenkundig mehr postulieren als 
nütig. Sie sollen zum Beweise des Additionssatzes successiv her- 
angezogen werden und dementsprechend zweckmäfig geordnet sein. 
Bei den Teilbeweiïisen, in welche die Deduktion zerfällt, soll jedes 
benutzte Axiom auch notwendig sein. Ein Axiom soll in mehrere 
zerlegt werden, wenn sich aus ihm allein schon ein wesentlicher 
SchluB ziehen läft. 


* * 
* 


1) Note von Darboux in Despeyrous Cours de Mécanique 1884; 
3 Noten von Siacci im Rend. Acc. sc. fis. mat. Napoli 1899. 
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Den Axiomen voran stellen wir die Definition des ein- 
zelnen Vektors: Ein Vektor ist eine reelle gerichtete 
Strecke (im Euklidischen Raum);, Vektoren heiBen gleich, 
wenn sie übereinstimmen in Länge (Grüfie) und Rich- 
tung (Richtungslinie und Richtungssinn). Wir bezeichnen Vek- 
toren mit %, ihre Grüfe mit | #]| oder r; a8 bedeute den Vektor 
von der GrôBe ar, der mit $ gleiche oder entgegengesetzte Rich- 
tung hat, jenachdem a = oder < 0 ist. 

Wir betrachten nur die Gesamtheit der Vektoren, deren Rich- 
tungslinien einem Strahlenbündel angehôüren. Die Axiome sagen 
über die Verknüpfung zweier Vektoren aus: 

Ax. I Aus zwei beliebigen Vektoren geht durch 
eine eindeutige Verknüpfung ein dritter Vektor her- 
vor: [$,, 8] — %. (Komponenten, Resultante, Addition). 

Ax. IL Die Verknüpfung ist invariant gegenüber 
Drehungen des Raumes. 

Ax. IIL [$,, 8] = [%,, %,]. (Commutativität). 

Ax. IV. [[8, 8], S.] = [$,, [8 8.1]. (Associativität). 

Ar AIT A0 ES. 

Ax. VI. |[8, a$]| = (1+a)r, wenn a 0. 

Ax. VII Betrachtet man zwei von 0 verschiedene 
Komponenten und ändert ihre GrôBen hinreichend 
wenig, so ändert sich die Richtungslinie der Resul- 
tante beliebig wenig. 

* + * 

Auf Grund der angegebenen 7 Axiome läfit sich die Vektor- 
addition (mit Benutzung des Darbouxschen Ideenganges) in 
folgender Weise streng ableiten. Aus I, II folgt der Satz: 
Haben die Komponenten gleiche Richtungslinie, so hat ihre Resul- 
tante dieselbe Richtungslinie. Durch Heranziehung von III be- 
weist man: Haben die Komponenten gleiche GrüBe und ver- 
schiedene Richtungslinie, so ist die Richtungslinie der Resultante 
die Halbierungslinie des Komponentenwinkels.  Entgegengesetzt 
gleiche Komponenten haben die Resultante 0 (Existenz des Null- 
vektors). Nun werden IV, V hinzugenommen, um folgende Sätze 
abzuleiten: Ist die Resultante — 0, so sind die Komponenten 
entgegengesctzt gleich. Bei gegebenen #, #, existiert eindeutig 
ein %,, für welches [8,, 8,] = $ ist (Inverse Eindeutigkeit). 
Haben die Komponenten verschicdene Richtungslinien, so ist 
die Richtungslinie der Resultante von bciden verschieden. Sie 
liegt dann in der Ebene der Komponenten. Nun wird mittels der 
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Eïnführung eines Hülfsvektors eine Funktion œ(r) definiert, von 
welcher zunächst bewiesen wird: für alle endlichen r => 0 ist sie 
emdeutig, endlich und + 0, insbesondere ist (0) — 0, (1) = 1. 
Durch Benutzung eines elementargeometrischen Satzes folgt dann: 
Trägt man auf 2 gegebenen Vektoren #,, S, von verschiedenen 
Richtungslinien bzgl. œ(r,), @(r,) dem Vorzeichen nach ab und 
konstruiert aus diesen Strecken als Seiten das Parallelogramm, 
so giebt die Diagonale desselben die Richtungslinie der Resultante 
8 an und ist zugleich die auf 8 dem Vorzeichen nach abgetragene 
Strecke (r)}. Eine besondere Betrachtung beweist, daB dieser 
Satz sich auf Komponenten derselben Richtungslinie überträgt. 
Endlich folgt: Setzt man |q(r)| gleich einer beliebigen positiven 
Zahl, so ist > eindeutig bestimmt. Nimmt man jetzt Ax. VI hinzu, 
so erhält man die Funktionalgleichung 


p()+p()l = Ip(ri+r)|, 


die sich vermüge des vorhergehenden Satzes auf 


p (r,) + (r3) = p(r,+r,) 


reduziert. Diese Gleichung bestimmt @ für rationale Argumente 
und die schliefiliche Hinzunahme von VIT hat zur Folge œ(r) = y, 
womit der Parallelogrammsatz bewiesen ist. 


* * 
* 


Im Folgenden geben wir Pseudoadditionen an, die immer 
nur einige der obigen Axiome erfüllen. 

A. Jeder Vektor #, werde durch 3 Polarkoordinaten dar- 
gestellt: Radiusvektor »,, geogr. Länge w,, geogr. Breite #,, wobeï 


1,20; O0Æv,<Pr —-S<8,T+S; 
und für 4, — +< sci #, — 0. Dann sei [#,, 8#,] = #, wo 
_— 5 TE riVitrab, + F9, Era 

= T+r,; Ÿ — Fr tr ; Ÿ — er br 


A’. Statt der beiden letzten Gleichungen nehme man: 


(es l)#, Fe =1)Y, : TS — Gi—D8,+(er—1)8,, 


ciFio— À 2 c'itre — 1 
B. Sei eine feste Richtung # gegcben, %, bilde mit # den 
XXE. Auf 8, %, trage man bzgl. »,(1+sin£,), r,(1+smé,) ab, 
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konstruiere daraus das Parallelogramm, nehme als Richtung der 
Resultante 8 die Diagonale und setze deren Länge — r(1 +sinf). 


B’. In B ersetze man sin £, durch >, 


C. Für %, + 0 sei [B, 3] — LES, und [0, 8] = 8, 


D. Sei « der Komponentenwinkel, 2% habe die Resultante 3 


die GrôBe r = Vri+r;+2r;r,cos æ Ist 0 <œo<7x so halbiere 
8 den Ko. Ist © — x, so liege S in Richtung der grôBeren 
Komponente. Ist eine Komponente = 0, so liege $ in der anderen. 


EE Für S = [S,, %,] sea r = (r,+r,) (cos 2) : Sodann 


betrachte man die Einheitskugel um den Träger des Strahlbündels 
und bezeichne die Spur von %, auf ihr mit V. Auf dem Grof- 
kreis durch F, V, bestimme man den Punkt P, der den Bogen 
VV, im Verhältnis VP:VP = r,ir, innerlich teilt. Man kon- 
struiere in P den zu VV, orthogonalen Grofikreis und trage von 
P aus PV —r,r,|r,—r,| sin o ab, und zwar nach rechts für einen 
Beobachter, der auf der Kugel von der Spur der grôBeren Kom- 
ponente nach der der kleineren hinsieht. 
F. In E werden die 3 Gleichungen anders gewählt : 


paint Se prel 
Van) 

VP:V,P — , sinw+|r,—r, [fes ar, da) 
0 


ù ®sin ar, COS ar 
(risne+in rl f | 
u 


[r 


Fy = All | Votes). 


F'. Man ersetze die erste Gleichung durch: 


= Vrdotas (r,+ ©) fi +). 


G. Sind beide Komponenten + O0 und von gleicher Richtungs- 
linic, so werden sie algebraisch addiert; in allen übrigen Füällen 
sei die Resultante — 0. 

G'. Die Resultante sei identisch = 0. 

H. Jedem Vektor werde ein konjugierter zugeordnet : 


B' — (—-1} +9, 
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wo [r] die grôBte in r enthaltene ganze Zahl bedeutet. Die Pseudo- 
addition der $ bestehe dann in der gewühnlichen Addition der %7. 
J. Man wähle in dem vorigen Gesetz: 


g = 3, 


J'. Man wäbhle dafür: 


G'=7rS. 


* * 
* 


Die angegebenen Pseudoadditionen zeigen die Unabhängig- 
keit eines jeden der Ax. II—VI von allen übrigen. Dem Ax. I 
kommt eine Sonderstellung zu, insofern es bei der Formulierung 
der folgenden Axiome bereits als erfüllt vorausgesetzt ist. Wollte 
man ibm dieselbe nehmen und zugleich seine Unabhängigkeit zur 
Evidenz bringen, so brauchte man nur jedem der Ax.II—VII die 
Bedingung hinzuzufügen: ,falls eine (eindeutige) Resultante exi- 
stiert.“ Die Frage nach der Unabhängigkeit von VII, welche äqui- 
valent ist der Frage nach der Môglichkeit einer unstetigen Lô- 
sung der Gleichung 


p (r,) +p (F2 Ts 4P (rs sa rs) 


ist noch nicht entschieden. Für eine beliebige abzählbare Menge 
von Argumenten läBt sich ein solches @ angeben, wobei sogar 
alle Nebenbedingungen (Eindeutigkeit usw.) erfüllt sind. 

Die Widerspruchslosigkeit der Axiome folgt unmittel- 
bar daraus, da sich aus ihrer Gesamtheit der Parallelogramm- 
satz ableitet, welcher seinerseits die Axiome wieder als Spezial- 
sätze enthält. , 

Ferner beweisen die Pseudoadditionen für die Mehrzahl der 
einzelnen Teilsätze, die bei der schrittweisen Ableitung des Addi- 
tionssatzes formuliert wurden, da die jedesmal benutzten Axiome 
auch gerade notwendig zum Beweise waren. So kann z. B. der 
Satz der inversen Eindeutigkeit nach A nicht ohne II, nach C 
nicht ohne III, nach D nicht ohne IV, nach G nicht ohne V her- 
geleitet werden, mag man auch in jedem einzelnen Falle eine An- 
zahl anderer Sätze als Axiome hinzunehmen. 


* * 
* 


Was die Frage nach zweckmäfigen Modifikationen des 
Axiomsystems angeht, so ist es nicht zu empfehlen, den Inhalt 
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des Ax. V auf VI oder VII zu werfen, besonders weil sich aus 
Ax. I—V ohne VI und VII so sehr viel schlieRen läfit. Dagegen 
kônnte man Ax. VII ersetzen durch eines der folgenden: 

Ax. VII. Betrachtet man zwei gleichgrofe Komponenten 
von verschiedenen Richtungen und ändert letztere hinreichend 
wenig, so ändert sich die Grôfe der Resultante beliebig wenig. — 
A x. VII”. Die Addition ist von der GrôBeneinheit der Vektoren 
unabhängig (Homogenität). — Bei Voraussetzung von I—VI 
sind VII VIT, VII" äquivalent. 

Eine interessantere Frage ist, ob sich V nicht durch die For- 
derung der inversen Eindeutigkeit (V') ersetzen läfit. Hier 
ergibt sich: Bei Voraussetzung von I—IV sind V und V'’ 
äquivalent. Bei Voraussetzung von I, II, IV, VI da- 
gegen folgt V aus V', aber nicht V'aus V. Die Forde- 
rung, welche hier noch zu V hinzukommen muf, damit V' folgt, 
ist: V*, Zu jedem Vektor $8 existiert (wenigstens) ein 
3, sodaB [%, #] — 0 ist. Für das letztere mag hier der Be- 
weis angedeutet werden. 

Vorausgesetzt sind I, II, IV, V, V*, VI. Man betrachte zu- 


nächst [$, 8] — #* und bilde: 
[B*, 3*, 9*, S*] — [8, 9, 5, 3, 5, 8, $, #8] — [$, 0, 0, 0, S]. 
Da nun nach 1, IL [0, 0] = 0 ist, so folgt: 
L0*, SM] =110*, V7, S'1— [VIST 
Nach VI ist aber der erste dieser 3 Vektoren doppelt so grof 


als der letzte, also ist [9*, 9*] — 0. Wenn man dies einsetzt, 
folgt nach V: 


(EE V8 0] = 0, 
Nachdem so bewiesen ist, daB auch [$, $] — 0, ergibt sich: 
[O, 8] de (8, &, 8] ne (5, 0}, 


und hiermit läft sich nun V’ ableiten. Sind $, #° gegeben, so 
existiert stets ein #’, sodaf [$, $'] — #° wird, man braucht nur 
B' — [$, Y'] zu wählen. Angenommen aber, es gäbe zwei solche 
Lôsungen : 

8, 8116, 281, 
so würde folgen: 


[3', 3"| 2 EE B, B’, ÿ"| es (8, 3, 3", 9" 
— (0, 0] — 0, 
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also 
[3, 3", 3" eus [0, 3" ss [&", (0] 
oder 
DH — D. 
Damit ist V’ indertat bewiesen. 


* * 
% 


Die Ueberlegungen von Siacci lassen sich bei Zugrunde- 
legung eines gegliederten Axiomsystems zu folgendem strengen 
Beweisgange ausbauen. Es sollen die Axiome 


PALPAILANLL AV VE VII INVT 


benutzt werden, und zwar in dieser Reïhenfolge; dabei soll VI 
so lange als müglich ausgeschaltet bleiben. — Aus den 4 ersten 
Axiomen folgt: Sind die Komponenten gleich gro8 (, — r,), so 
balbiert die Richtungslinie der Resultante # den Komponenten- 
winkel o, und die Grüfe ist 


Ni are), 


wo F' eine eindeutige positive Funktion bedeutet. Für diese er- 
bält man durch Heranziehung von IV die Funktionalgleichung: 


ff x) = f(x) f (22), 


wo f(x) — F(2 arccos x) ist. Durch Hinzunahme von V folgt: Es 
ist f(1) + 0. Für eine überall dichte Menge von Argumenten ist 
f(x) = f(x. Nach Ax. VIT gilt dies dann auch für das Kon- 
tinuum der x (c — endliche Konstante = 0). Weiter folgt: Drei 
gleichgroke, je unter 120° gegeneinander geneigte Komponenten 
haben 0 als Resultante. Es ist f(1) — 2°". Die Resultante zweier 
gleichgroBer Komponenten hat die GrüBe: 


G (4 
r = r, (2 cos ps 
und liegt stets zwischen jenen. Zwei beliebige gleichgerichtete 
Komponenten $,, %, lassen sich stets als partielle Resultanten 
von 4 gleichgrofien Komyponenten auffassen: 
8, — [8,, 8,.]; 8, — (8, 8,/; 
18,,| Fa Er = |, — 18, |, 


wobei $,, mit %,,, %, mit %,, den X 120° einschlieBt, Die Resul- 
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tante zweier gleichgerichteter Komponenten liegt in der Richtung 
der Komponenten und hat die Grüfe 


spa à 

r —= (2 +re). 
Ohne VI heranzuziehen, beweist man nun für ein Cartesisches 
Koordinatensystem von beliebiger Lage, in welchem %,, %, 


und 9 — [$,, $,] die Richtungscosinusse a,, B,, y,; @, B,, Vs; 
«, B, y haben, die Gleichungen: 


1 1 1 
rea+r£a+r£ a, = 0, 
1 ï. 1 
re B+re trs B, = 0, 


+ ds 1 
rytrntri = 0. 


Daraus folgt das Verschwinden der Determinante («, B,, y,), d.h. 
die Resultante liegt in der Ebene der Komponenten. Weiter er- 
kennt man durch geeignete Wahl des Koordinatensystems: Die 
Resultante liegt stets zwischen den Komponenten. Es ist: 


1 


2e QE si 
PO TETS 


Dr = sin Yo, : sin ÉD, : sin ÉD, 
d.h. trägt man auf den Vektoren %,, %, bzgl. die Strecken r;, 


r£ ab und konstruiert aus ihnen das Parallelogramm, so ist die 
È 1 


Diagonale die Richtung der Resultante und ihre Länge ist — r° 
zu setzen. Jedes positive c ++ 1 liefert eine Pseudoaddition, die 
alle Axiome aufer VI erfüllt. Erst VI bestimmt c = 1. 
Charakteristisch an diesem Beweisgang ist die frühe Hinzu- 
ziehung von VIT” und die Ausschliefung von VI bis zuletzt. Eben- 
dies bringt aber verschiedene Nachteile mit sich. Die früher 
angegebenen Pseudoadditionen sind nur imstande die Unabhängig- 
keit von II, III, IV, V, VI zu erweisen. Dagegen ist, wie schon 
oben angedeutet wurde, eines der Ax. VIT", VII” überzählig, inso- 
fern sich diese bei Voraussetzung von I—VI — und anscheinend 
auch nur dann — gegenseitig zur Folge haben. Der strenge 
Nachweis, dafi Ax. VII’ bei Ausschluf von VI keine Folge der 
übrigen ist, kommt wieder auf die Frage hinaus, ob man eine un- 
stetige Lüsung der Funktionalgleichung @(xy) — y(x).p(y) oder 
der äquivalenten q(x+y) — p(x)+æ(y) für ein Kontinuum von 
Argumenten angeben kann. Wäre die letztere Frage jedoch zu 
verneinen, so würde bei dem jetzigen Axiomsystem freilich ein 
Axiom (VII) weniger erforderlich sein, aber dann müfte auch in 
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dem früheren System ein Axiom (VII) gestrichen werden. Jeden- 
falls ist also bei Aufrechterhaltung des Charakteristischen bei dem 
letzteren Beweisgange ein Axiom mehr notwendig als bei dem 
früheren. AufBerdem ist es hier für einige Teilsätze unmôglich, 
die Notwendigkeit der gerade benutzten Axiome zu beweisen. 
Wegen dieser systematischen Nachteile des letzteren Beweises 
dürfte der zuerst angegebene Beweis ihm vorzuziehen sein. 


(Eingereicht am 6. Oktober 1903.) 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Heft 6. 22 


Ueber die elektromagnetische Masse der 
Elektronen. 


Von 
C. Runge. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 31. October 1908. 


In seiner ausgezeichneten Arbeit über die elektromagnetische 
Masse der Elektronen!) hat Herr Kaufmann seine Messungen 
nicht in der üblichen Weise nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate discutirt, sondern hat zur Bestimmung der beiden dort mit 
K, und X, bezeichneten Constanten und damit des Verhältnisses 
elu, cin anderes Rechnungsverfahren vorgezogen*) Dieses Ver- 
fahren ist nicht einwandsfrei. Es werden dabei einige Beobach- 
tungen nicht mit benutzt, die doch nicht wesentlich geringere Ge- 
nauigkeit haben als die übrigen, und es wird die Constante X, 
für jede Platte als einfaches arithmetisches Mittel aus einer Reiïhe 
von Werthen bercchnet, die ganz verschiedenes (Gewicht haben. 
Indem all diesen Werthen das gleiche Gewicht gegeben wird, 
stellt sich nicht nur ein unrichtiger Werth von ÆK, heraus, son- 
dern auch das Gewicht, das man aus den Abweichungen der ein- 
zelnen Werthe vom arithmetischen Mittel feststellt, wird unrichtig. 
Kaufmann bemerkt selbst, daB die so gewonnenen Gewichte 
weit entfernt sind, der Güte der photographischen Aufnahmen zu 
entsprechen. 

All diese Uebclstände fallen weg, wenn die Beobachtungen in 
der orthodoxen Weise nach der Methode der kleinsten Quadrate 
ausgeglichen werden. Bei der grundlegenden Bedeutung der Mes- 
sungen habe ich daher im Einverständni8 mit Herrn Kaufmann 
seine Messungen noch einmal berechnet. 


1) Güttinger Nachrichten. 1903. $S. 90—108. 
2) AC 8 07: 
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Da die Aufgabe typisch ist, so dürfen vielleicht einige Be- 
merkungen über das Ausgleichungsverfahren hinzugefügt werden. 

Die Messungen liefern für eine Reïhe von Werthen von z die 
Werthe einer von z abhängenden Function y. Von dieser Func- 
tion wissen wir, daB sie die Gestalt hat 


by — f(az), 
wo a und b unbekannte Constante bedeuten, während f äls Func- 
tion ihres Argumentes az durch die Theorie geliefert wird. 

Mit andern Worten die Abhängigkeit zwischen z und y ist 
derartig, daB sie durch passende Aenderung des MaBstabes von 2 
und y in die Abhängigkeit : 

v = f(u) 
übergeht. In der bekannten Weise findet man a und b dadurch, 
daf man 


Z(by—f(az)) 
zu einem Minimum macht. Es ist in unserm Falle vortheilhaft 
die Sache ein wenig anders zu fassen, indem man b — a/k einsetzt 
und 

Z(ay—kf(az)ÿ 
durch passende Wahl von a und # zum Minimum macht. Geome- 
trisch gesprochen bezieht sich jetzt die Constante a auf eine Aen- 
derung des Gesammtmafstabes, das heift auf eine VergrôüBerung 
oder Verkleinerung der Curve y = f(:), während k sich auf die 
Aenderung des MaBstabes von y allein bezieht. In bekannter 
Weise werden zunächst Näherungswerthe für a und 4 eingesetzt 
und deren Verbesserungen nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate gesucht, wobei man 


ay—kf(az) 
als lineare Function der Verbesserungen betrachten kann. 


Die Function f(x) ergiebt sich aus den Gleichungen 11) und 
12) bei Kaufmann, wenn man darin setzt) 


o = Yy|KXK,, u = #/X,K, (d. h. a = 1/X,;K,, b = a/K,, k = K,). 
Die Gleichungen nehmen dann nämlich die Form an 


B— ufv, ÿ(B) — vju 
u — 1/B#(B), » — 1/8 w(8). 


1) Ich habe hier y, z geschricben, wo bei Kaufmann y steht. 


22* 


oder 
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In diese Gleichungen kann man eine Reiïhenfolge von Wer- 
then für B einsetzen und sich damit eine Tabelle der zusammen- 
gehôrigen Werthe von # und v berechnen, die man natürlich auch 
auf die Form bringen kann, wo v oder w in gleichen Intervallen 
fortschreiten. Ich habe mir eine Tabelle berechnet, bei der v in 
Intervallen von der GrôüBe 0,01 fortschreitet. Diese Tabelle lie- 
fert dann auch mit ausreichender Genauigkeit die Werthe von 
f'(u), die bei der Darstellung von ay— kf(az) als lineare Function 
der Verbesserungen von a und # nôthig ist. Man kann beiläufg 
u und v bequem durch hyperbolische Functionen ausdrücken. Setzt 
man nämlich B — Tgt 80 ist 


v + 1 
v 


= 2tCotg2i, u = v Tgt. 


Ich gebe hier die Resultate der Rechnung, und um zugleich 
zu zeigen, wie gut die von Kaufmann photographirten Curven 
den theoretischen Verlauf innehalten, habe ich die Werthe von y 
nach der Formel berechnet und mit den beobachteten Werthen zu- 
sammengestellt. In der vierten Colonne sind die Werthe von B 
hinzugefügt d. i. die Geschwindigkeit des Electrons im Verhältnif 
zur Lichtgeschwindigkeit. 


a) Platte No. 15 


1|K,K, — 1.616 + 0.038') K — 0.2666 + 0.0027 
elu.107 — 1.669 + 0.039?) 


y beobachtet y berechnet | Diff. | B 
0.0388 0.0404 | — 16 u | 0.987 
0.0548 0.0550 | — 2u | 0.964 
0.0716 0.0710 | + 6w | 0.930 mittlerer Fehler von y:9.2w 
0.0896 0.0887 | + 9u | 0.889 
0.1080 | -0.1081 | — Lu | 0.847 
0.1290 0.1297 | — 7u | 0.804 
0.1524 0.1527 | — 3u | 0.763 
0.1788 | 0.1777 | +1lu | 0.724 
0.2033 0.2039 | — 6Gu | 0.688 


1) Diese mit + hinzugefügte Zahl bedeutet jedes Mal den mittleren nicht 
etwa den wahrscheinlichen Fehler. 

2) Die effectiven Feldstärken waren bei den vier Platten wie Herr Kauf- 
mann mir mittheilt 200,200,200,199. In seiner Abbhandlung müBte es in der 
Tabelle VI statt ZZ' hcifen: JL. 


0.040456 
0.0529 
0.0678 
0.0834 
0.1019 
0.1219 
0.1429 
0.1660 
0.1916 
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b) Platte No. 19 
1/K,K; — 1.537 + 0.029, K, — 0.2567 + 0.0023 

elu,.107 = 1.755 + 0.033 

y beobachtet | y berechnet | Difr. 


0.0388 
0.0527 
0.0675 
0.0842 
0.1022 
0.1222 
0.1434 
0.1665 
0.1906 


c) Platte No. 18 
1/X,K, — 1.407 + 0.027, K, — 0.2755 + 0.0021 
elu,107 = 1,917 + 0.037 


y beobachtet| y berechnet | 


0.0397 
0.0482 
0.0564 
0.0634 
0.0725 
0.0801 
0.0880 
0.0965 
0.1073 
0.1166 
0.1283 
0.1579 
0.1719 
0.1825 


0.0415 
0.0437 
0.0561 
0.0636 
0.0715 
0.0799 
0.0885 
0.0974 
0.1067 
0.1164 
0.1267 
0.1593 
0.1708 
0.1829 


d) Platte No. 24 
1/X,K, = 1,640 + 0.0409, X, — 0.2317 + 0.0024 
elu,.107 = 1.653 + 0.041 


y beobachtet| y berechnet 


Diff. 


rt 


Æ BR Où ND © © Ot N © N © OT D 


ni 
EFRRRRRRERRERREE 


IH I+++ L'URRIEN | 
bi bed be 


Diff. 


| + 16.5 


B 


0.990 
0.969 
0.939 
0.902 mittlerer Fehler von y: 8.6 w 
0.862 
0.822 
0.782 
0.744 
0.709 


PTE D RE D PE mo 


REBRERTETTEE 


[es 


0.993 
0.986 
0.978 
0.966 
0.953 mittlerer Fehler von y:10w 
0.938 
0.922 
0.905 
0.887 
0.869 
0.850 
0.795 
0.778 
0.761 


0.0340 
0.04875 
0.0623 
0.0773 
0.0947 
0.1131 
0.1340 


0.0351 
0.0479 
0.0619 
0.0774 
0.0944 
0.1134 
0.1337 


ES 


+I+I++I 
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Die Zusammenstellung der vier Werthe von e/u,: 


Platte | ele . 1077 |mittl. Fehler| Gewicht 


15 1.669 0.039 11 
19 1.755 0.033 15 
18 1.917 0.037 12 
24 1.653 0.041 10 


zeigt zwischen den vier Werthen Abweichungen, die nach den 
mittleren Fehlern zu urtheilen unwahrscheinlich grof sind. Wenn 
wir nämlich die Gewichte den Quadraten der mittleren Fehler 
proportional setzen, so erhalten wir als Mittel: 


Mittelwerth eu, — 1,755.107 + 0,059.107. 


Der mittlere Fehler des Mittels ist hier aus den Abweichungen 
der vier Werthe vom Mittel unter Berücksichtigung ihrer Ge- 
wichte abgeleitet. Dieser mittlere Fehler ist wesentlich grôBer 
als jeder der mittleren Fehler der einzelnen Bestimmungen, wäh- 
rend er natürlich kleiner sein müfite. Nach dem Gewicht des 
Mittels im Verhältni8 zum Gewicht der einzelnen Bestimmungen 
gerechnet müfte der mittlere Fehler des Mittels nur 0,018 be- 
tragen. Mit andern Worten die Messungen jeder einzelnen Platte 
stimmen in sich viel besser überein als mit den Messungen der 
anderen Platten. Daraus ist zu schlieBen, da aufer den Ursa- 
chen der mikrometrischen Messungsfehler andere Ursachen vor- 
handen waren, welche den Gesammtmafistab der Curve von Platte 
zu Platte geändert haben. 

Bei Kathodenstrahlen hat $S. Simon für e/u, einen Werth ge- 
funden, der auf langsame Bewegung reducirt nach Kaufmann 
den Werth liefert 

eu, = 1,88b. 107. 


Der mittlere Fehler des Kaufmannschen Werthes würde die 
Abweichung zwischen beiden Werthen noch als müglich erscheinen 
lassen, selbst wenn man den Simonschen Werth als fehlerfrei 
betrachten wollte. 


Ueber 
die in der Theorie der automorphen Functionen 
auftretenden Polygoncontinua. 


Von 
Robert Fricke in Braunschweig. 


(Vorgelegt in der Sitzung vom 31. October 1903 von F. Klein). 


Der Hôhepunkt in der Entwicklung der Theorie der auto- 
morphen Functionen wird durch dicjenigen Sätze dargestellt, 
welche F. Klein als ,Fundamentaltheoreme“ bezeichnete. Es sind 
die Existenztheoreme polymorpher Functionen auf beliebig gege- 
bener Riemann'scher Fläche!). Von den verschiedenen Beweisan- 
sätzen dieser Theoreme ist der universellste der von Klein und 
Poincaré gleichzeitiz concipierte ,Continuititsbeweis“ (méthode 
de continuité). Die Idee dieses Beweises ist, das einzelne Con- 
tinuum gleichgearteter Polygone bezw. (Gruppen dem zugevrdneten 
Continuum Riemann'scher Flächen gegenüberzustellen, um aus den- 
jenigen Eigenschaften, welche man über die Bezichung der beiden 
Continua auf einander von Hause aus kennt, den Schluf auf die 
Emdeutigkeit der Beziehung zu thun. 

Klein hat in den Math. Ann. B. 21 p.208. (dat. 2. Ok- 
tober 1882) seine Ideen über den Continuitätsbeweis entwickelt. 
Andrerseits ist Poincaré auf den gleichen Gegenstand in den 
Acta math. B.4 p.233. (dat. Oktober 1883) cingegangen und 
hat daselbst in einer für das erste Eindringen bewunderungswerten 
Art die Tiefen und Schwierigkeiten des Bewcises aufwedeckt, so- 
wie Ideen zu ihrer Ueberwindung entwickelt. Natürlich konnte 

1) Cf. A. F. IL p. 45. Citate dieser Gestalt bezichen sich auf die ,Vor- 
lcsungen über automorphe Functionen“, welche ich in Gemeinschaft mit 1. Klein 
bei B. G. Teubner, Leipzig, herausgebe; B. 1 1897, B. II Licf. 1 1901. 


sy 
ee 
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es sich hier nur erst um einen ersten Entwurf handeln, der, ob- 
schon gegenwärtig gerade genau 20 Jahre seit seiner Vollendung 
verflossen sind, eine wesentliche Fortentwicklung seither nicht ge- 
funden hat. 

Nun licfert die in A. F. I entwickelte Theorie der Haupt- 
kreispolygone bezw. Hauptkreisgruppen neue und gesicherte Fun- 
damente für den Continuitätsbeweis, der hicrdurch zugleich seine 
richtige Ausdehnung bekommt und.nicht, wie bei Poincaré, auf 
die Grenzkreisfälle beschränkt erscheint. Die drei wichtigsten 
Gusichtspunkte sind erstens das Theorem über die Gestalt der 
kanonischen Polygone (A. F. I p. 319), zweitens das Princip der 
Composition der Polygone (A. F. I p. 190) und drittens die in- 
variante Darstellung der Polygoncontinua (A. F. I p. 335 #.). 

Der letztere Gegenstand ist zwar in A. F. I principiell zum 
Abschluf gebracht. Indessen habe ich mich daselbst durch das 
Streben nach einer consequent durchgcführten Symmetrie ver- 
lciten lassen, die SchluBergebnisse in eine Form zu setzen, welche 
des deutlichen Ueberblicks ermangelt und als Basis für den Con- 
tinuitätsbeweis unbrauchbar erscheint. Die nachfolgenden Zcilen 
haben den Zweck, über die neucn Ergebnisse, zu welchen ich in 
dieser Hinsicht letzthin gelangt bin, und welche die invariante 
Darstellung der Polygoncontinua in der denkbar einfachsten Ge- 
stalt seben, Bericht zu crstatten. 


Ein Hauptkreispolygon /° des (eschlechtes p mit n festen 


“cken, von denen » elliptisch mit den Winkeln _ Me sind, 
1 V 
heie P(p, n; L, ..., 1,) oder, wenn die Werte der ganzen Zahlen 


{ nicht genannt zu werden brauchen, /’(p, n, v); (p,n) heïfit ,Cha- 
rakter“ des Polygons, (p, n; 1, ..., L) bezw. (p, n, v) dessen 
»Signatur. Die Menge aller Polygone gleicher Signatur stellt ein 


Continuum Z1(p, n; L, ..., L,) oder 11(p, n, v) dar, dessen Dimen- 
sionenanzahl 3 —v+6p—6 ist. TLetztere Zahl gilt ohne Aus- 
nahme, d. h. auch bei p = 0 und p — 1, wo jedoch n Z3 bezw. 


n = 1 zu gelten hat. Die parabolischen Polygonccken werden als 
Grenzfälle hyperbolischer Ecken betrachtet. 

Die Continua Z1 vom Charakter (0, 3) sind in A. F. I p. 348 
behandelt. Man hat drei Invarianten J,, ÿ,, j,, den drei Erzeu- 
genden W,, V,, V, entsprechend. Combinieren wir die ,, V,, V, zu 


Fe 
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Paaren, so stellen sich jeweils die dritten Invarianten der Paare 
so dar: 

Ja = 7. De ml Ju = —Jy 
Das System der ,charakteristischen Bedingungen“ ist : 
" De me 
FH + hs + had > 4 
mit dem Zusatze, daB für 7, <2 die Gleichung 7, — 2 cos + 
gelten muf. Das Continuum 11(0, 8,8) ist in jedem Falle 
nulldimensional, indem es nur aus einem einzigen Poly- 
gone besteht. Die letzte Ungleichung (1) bewirkt hier den Aus- 
schluB derjenigen elementaren Fälle, welche zu Gruppen ohne 
Hauptkreis führen. Ist mindestens eine der drei Invarianten 
Î5 Jay J nicht <2, so ist die letzte Ungleichung (1) überflüssig. 
Ausgenommen ist nur der eine Fall ÿ, — j, — 0, j, — 2. Die 
zugehürige Gruppe (parabolische Diedergruppe) stellt sich als 
Grenzfall der Gruppen ÿ, = j, = 0, ÿ,=2 dar. Indem wir uns 
sonach auf die drei ersten Bedingungen (1) beschränken kônnen, 
setzen wir: 
fut 2 
(2) fi 
wodurch die Wertmenge ÿ,=2 stetig und eindeutig auf die 
Menge 0 <#,< 1 abgebildet wird. Die #, deuten wir allemal als 
rechtwinklige Coordinaten. Es ergiebt sich: Jedes Polygon- 
continuum J1(0, 8, 2) erscheint eindeutig und stetig 
auf die Punkte der geradlinigen Strecke 0 <t, <1 be- 
zogen; jedes Continuum /1(0, 8, 1) ist eindeutig stetig 
auf die Punkte des Quadrats 0=<{ <1, 0<t,<1 abge- 
bildet; ,das“ Continuum 1Z1(0,8, 0) ist cindeutig stetig 
auf die Punkte des Würfels0=t <1,0<t,<1,0 =<t,<1 
abgebildet. 

Fixiert man in irgend einem Falle eine der variabelen In- 
varianten, so wird damit aus dem gewonnenen Gebilde 
ein entsprechendes Gebilde nächst nicderer Dimen- 
sionenanzahl ausgeschnitten, also aus dem Würfel ein 
Quadrat u.s.w. 

Die Gestalt der Erzeugenden müssen wir für den Fall kennen, 
daB mindestens cine unter ihnen, etwa V, = (F,V,)*, hyperbolisch 
ist. Wir benutzen als Hauptkreis die reelle £- Axe, auf welcher 
die Fixpunkte von V, bei € — 0 und co liegen mügen. Alsdann ist 


= ty, 
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DS re Pets 4 (is — Via — 4), 0 
$, État \ us 


wobei man die Wurzel \/j},—4 allemal positiv wählen darf. Das 
Polygon wird fixiert sein, wenn wir noch festsetzen, daB der Fix- 
punkt von V, auf dem Einheitskreise und zwar zur Linken der 
imaginären Axe sich finden soll. -Zur Abkürzung setzen wir: 


(4) J = WA PA a “Ji TE 


mit positiv genommener Wurzel. Dann sind die Coefficienten 
von PV: 


dy À, = MEME Fe D (+ Dada — 2e_%), 
@ au 


Bs AE = EEE V5 —4) 


Visa. 
für V, aber findet man: 
i(-  alia ia 2), Jh 
2 2 Cri 
(6) Pre = V4 Vi: — 4 
___d, a 4 Jude — 2) 2), .) 
Via nt 


V, und V, selbst môügen dabei elliptisch, parabolisch oder hyper- 
bolisch sein. 

Die Polygoncontinua vom Charakter (0, 4) behandeln wir auf 
Grrund des Compositionsprincipes. Ein einzelnes Polygon P liefere 
die Erzeugenden PV, V,, V,, V. Dann erzeugen P,, V,, (V,-V,)* eine 
Gruppe (0, 3, v) mit v <3 und j;, <—2. Eine ebensolche Gruppe 
erzeugen V, und V, für sich genommen, und zwar gilt dabei 
Jsa —= J> Man kann sonach das Polygon P durch Composition 
zweier Polygone vom Charakter (0, 3) mit gemeinsamer hyper- 
bolischer Erzeugender herstellen. Die hierbei eintretenden geo- 
metrischen Verhältnisse übersieht man am besten, wenn man statt 
der &-Halbebene nach A. K. I die projective Ebene zu Grunde 
legt. Die Polare » des Fixpunktes der gemeinsamen hyperbo- 
lischen Erzeugenden dient dann zur Orienticrung. Das einzelne 
der componierten Polygone (0, 3) liegt in der Hauptsache auf der 
einen Seite von p und sendet über p hinüber nach dem Fixpunkte 
nur einen hyperbolischen Zipfel. Beide Polygone (0, 3) liegen 
hierbei einander bezüglich p gegenüber. 

Es ist nun der ausschlaggcbende Gedanke bei der Composition, 
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daB irgend zwei Polygone (0, 3) mit gleicher dritter (hyperbo- 
lischer) Invariante auf co' Weisen zu Polygonen (0, 4) componier- 
bar sind. Man ordne nämlich zunächst die beiden zu componie- 
renden Polygone zu verschiedenen $Seiten einer beliebig gewählten 
Ellipsensehne p an. Ihre hyperbolischen Zipfel haben gleiche 
Breite, brauchen indes noch nicht zu coincidieren. Nun kann man 
aber durch einen Procef der erlaubten Abänderung, wie er z. B. 
für ein Polygon (1, 1) in A. F. I p. 298 ausführlich geschildert 
ist, das eine der beiden Polygone (0, 3) so deformieren, daf sein 
hyperbolischer Zipfel längs p eine beliebige Verschiebung erfährt. 
Man kann denselben somit auch mit dem hyperbolischen Zipfel 
des anderen Polygons zum Zusammenfall bringen, worauf die 
Composition glatt vollzogen werden kann. Das componierte Poly- 
gon kommt dabei im allgemeinen allerdings in einer verzerrten 
Gestalt heraus, kann indessen nach dem Theorem in A. F. I p.819 
durch erlaubte Abänderung zu einem geradlinigen Achteck mit 
concaven Winkeln umgewandelt werden. 

Die Invariantentheorie der Continua Z1(0, 4) wird nun so be- 
gründet. Indem wir zunächst J,, j,, , geben, berechnen wir die 
zugehürigen V,, V, in den Gestalten (5), (6), Eine Gruppe (0, 3) 
ist stets durch Spiegelungen erweiterungsfähig. Im vorliesenden 
Falle (5), (6) ist der Einheitskreis ein erster Symmetriekreiïs. 
Ordnen wir nun PV, und V,, ibren Invarianten j,, j,, Ju — Ja» ent- 
sprechend, auf der anderen Seite der imaginären £-Axe (Polare p) 
derart an, daf der Fixpunkt von V, auch auf den Einheitskreis 
fällt, so entspringt eine durch Spiegelungen erweiterungsfähige 
Gruppe (0, 4). 

Man kann nun unter Festhaltung von V, V, die Substitutionen 
V., V, durch eine belicbige Substitution V — té 33 mit tT—0 
transformieren, ohne daf das transformierte Polygon aufhürt, die 
dritte (hyperbolische) Erzeugende mit dem zu V,, V, gehürenden 
Polygon gemein zu haben. Jedes solche transformierte Polygon 
ist aber, wie wir sahen, mit dem ersten Polygon noch componier- 
bar. Die symmetrische Gestalt erscheint dabei als Mittellage 
z = 1. Man hat also erstlich die vier Invarianten j,, J,, J, Ju 
welche den bekannten Bedingungen unterliegen, daf entweder 


î, = 2 cos + oder j,=2 gilt. Diese Invarianten môügen als 


# 
»Eckeninvarianten“ bezeichnet werden. Es folgt die In- 
variante j, — ), mit der Bedingung j, <—2; j, heife ,Trans- 
versalinvariante“ insofern die zu j, gehürende Polare p 
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eine Transversale des Polygons P(0, 4) ist. Endlich haben wir in 
t+r! oder, was zweckmäBiger ist, in r selbst eine sechste In- 
variante, welche ,Compositionsinvariante“ heife. 

Zum Zwecke einer übersichtlichen geometrischen Darstellung 
setzen wir : ; 


= Linie 


worauf wir die é wieder als rechtwinklige Coordinaten deuten. 
Es folgt: Das einzelne zweidimensionale Continuum 
II (0, 4, 4) ist eindeutig stetig auf das Quadrat 
O<i,<1, 0<t,<1 abgebildet; jedes dreidimensio- 
nale Continuum J1(0, 4, 3) ist eindeutig stetig auf 
den Würfel O<t,<1, 0O<t,<1, 0O<i,<1 bezogen; 
u.s. w., endlich: ,das“ sechsdimensionale Continuum 
IT(0, 4, 0) ist eindeutig und stetig auf den ,sechsdi- 
mensionalen Würfel“ OZt <1,..., 0=<t,<1, 0<ti,<1 
O<t,<1 abgebildet. Das Auftreten des bei den Eckenin- 
varianten vorgesehenen (Gleichheitszeichens führt auf parabo- 
lische Spitzen. Fixiert man eine der als variabel gedachten 
Eckeninvarianten, so wird natürlich ein Würfel nächst niederer 
Dimension ausgesondert. 

Die benutzte Ueberlegung ist ohne weiteres der Verallge- 
meinerung fähig. Man wähle im eben erledigten Falle V, hyper- 
bolisch und kann wieder auf co! Weisen mit einem Polygone (0, 3) 
componieren, welches diese hyperbolische Erzeugende hat. Indem 
man in gleicher Weise fortfährt, gelangt man zu folgender all- 
gemeinen Auffassung: Den Continuis JI(0, n, ») gehôren 
(8n—6) Invarianten zu, nämlich n ,Eckeninvarianten“ 
Jnc.s J) den Bedingungen: 


x x ; 
(8) fa 2cos7, FES ee 
# 
unterworfen, n—383 ,Transversalinvarianten“, die 


consequent durch Ju... Jus. ++ J1, Zu bezeichnen 
sind und den Ungleichungen: 

(9) latte o.eles fr T2 

genügen, endlich #n—38 ,Compositionsinvarianten“ 
.., tx mit den Bedingungen: 


Ts 


(10) RE NE TT À 
22% 
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Alle 3n—6 Invarianten sind von einander unabhän- 
gig, und sie sind keinen anderen als den angege- 
benen Bedingungen unterworfen. 

Führt man 3n—6 GrôBen { wie oben ein, so folgt: Das 
einzelne Continuum JI(0,n,v) ist eindeutig stetig 
beziehbar auf die Punkte des (3n—v—6)-dimensio- 
nalen Würfels: 


ete alerte) m0 nu 0er]: 


wobei solche Randpunkte des Würfels, welche den anfangs vor- 
gesehenen Gleichheitszeichen entsprechen, Polygone mit einem oder 
mehreren parabolischen Zipfeln liefern. Natürlich bleibt die 
Bemerkung in Kraft, daB die Fixierung einer zunächst variabel 
gedachten Eckeninvariante zu einem Würfel nächst niederer Di- 
mensionenanzahl führt. Es ist dies für die Fortsetzung des Com- 
positionsverfahrens von Wichtigkeit. 

Unter Rückkehr zum Falle (0, 4) vergleichen. wir die jetzt 
gewonnene Darstellung der Continua 11(0, 4) mit der in A. F.I 
p. 394 besprochenen. Es wurden daselbst aus Symmetriegründen 
im ganzen acht Invarianten: 


(11) “por M fs 4 dis = js ds = LP Jiss ds 
zu Grunde gelegt; zwischen ihnen bestanden alsdann die beiden 
Relationen: 
Jis he Thai ea (id 319 Ji: +7, (193 PIN 
(12) ROMANE Tin, 
Minh Anti +94) = 0. 
Die drei letzten Invarianten (11), nämlich ,,, 7, 2, müssen ein- 
deutig in den J,, ÿ,, J» Jo Ja 7 Aarstellbar sein. Durch Berech- 
nung des gesamten Erzeugendensystems V,, V,, V,, V, ergeben sich 
die fraglichen Darstellungen in der Gestalt: 
À PPT Lun à Fa PAU Pan POP ae LUE 2,94) 
+4 (+) (er) VE A) Ji Ju 
(13) "Pa Lot FT is C7, +17) Hd) (r'+r?) J;, Jo 
AU) = LE (or ar) ra 7) 
+4 +) + (ut 6) VA À) Judo 


wo V},—4 ebenso wie die Quadratwurzeln J,,, JA positiv zu 
nehmen sind. Durch Eintragung der aus (13) entspringenden 


CR 
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Werte von 7, Js %24 Werden die beiden Relationen (12) in der 
That identisch erfüllt, wie eine leichte Rechnung zeigt. 

Man kann die vorstehenden Rechnungen einer für die Folge 
wichtigen geometrischen Deutung unterziehen. Vorab eliminiere 
man /,, indem man den aus der zweïiten Gleichung (12) ent- 
springenden Ausdruck 7, in die erste Gleichung (12) einträgt. 
Demnächst setze man: 


Ju — Z, Dis 5) Je 


und deute x, y, z als rechtwinklige Coordinaten. Es gilt: 


(14) a +y +2 + XYE — EUR ENATE Cd + Ja7 3) Y — (Jia + Ja) # 
+ (dass ++ ha + fs +4) = 0. 


Für das einzelne Continuum Z1(0, 4, 4) ist somit der 
Punkt (x, y, 2) auf die durch (14) dargestellte Fläche 
dritter Ordnung beschränkt; für die Continua 11(0,4,) 
mit v<4 gelangt man zu (4—»)-fach unendlichen Con- 
tinuis von Flächen dritter Ordnung, wobei die ÿ, 
als Parameter dienen. 

Aber die einzelne Fläche kommt hierbei nicht in ihrer ganzen 
Ausdehnung zur Geltung. Welcher Teil gilt, ist in einfachster 
Weise durch Rückgang auf die oben gewonnene Gestalt der cha- 
rakteristischen Ungleichungen anzugeben. Nur dasjenige ein- 
fach zusammenhängende Stück der einzelnen Fläche 
(14) kommt zur Benutzung, welches vermüge der Trans- 
formation: 


2 t 
ab N Réf 


1-2 
Day = Gihi +as) ie — 2 Oids Had) à 4 
Re ie (rte) NE NI a 4 
. Vi + + ET ad 4; 
nn à LA EE (Jus +94) d à a (fu) RSS. 
— (nr) ET 4 Dodie À NP HP + Ph edad 10 — 4 


VE) 


2 
1 


( 


aus dem Quadrat 0 <é, <1, 0<t,<1 hergestellt wird. 

Indem wir sur Gattung (1, 1) übergchen, zcigt sich, daB wir 
die Invariantenthceorie dersclben als cinen Special- 
fall der oben zu Ende geführten Invariantentheorie 
des Falles (0,4) betrachten kônnen. Ein cinzelnes Polygon 
P(1, 1) bat drei Invarianten j,, 7,, 1,, für welche die Gleichung : 
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maBgeblich ist (cf. A. F. I p. 354). Für das dreidimensionale Con- 
tinuum J1(1, 1, O0) sind die Ungleichungen : 


(17) à Met "À JE a, re, , = —2 


gültig. Für das einzelne Continuum J1(1, 1; {) ist die letzte Un- 
gleichung (17) durch: 


= —2 cos + 


zu ersetzen (cf. À. F. I p. 360). 
Um die Beziehung zur Gattung (0, 4) herzustellen, setzen wir 


FA be 0) FA EN da =: 7h nn An 


wobei die letztere Gleichung für » — 1 auf Z, — 21 hinausläuft. 
Die aus (16) entspringende Gleichung: 


(18) d'+y + +xyz+(ji—4) = 0 


erscheint als Specialfall y, — ÿ, — 7, — 0 der Gleichung (14). in 
welcher in der That x = j, < —2, y = j, <—2, & = jy <—2 
gilt (cf. À. F. I p. 377). 

Man kommt hiermit auf eine bekannte Thatsache zurück. 
Eine Riemann’sche Fläche des Geschlechtes p — 1 ist durch die 
im Integral erster Gattung « in der Gestalt w' — —u+ C dar- 
stellbare Transformation der Periode 2 in sich überführbar. Hier, 
wo die Riemann’sche Fläche ,mit einem Punkte e signiert“ ist, ist 
C nicht willkürlich wählbar, muB vielmehr so bestimmt werden, 
daf der Punkt e einer der vier Fixpunkte der Transformation ist. 
Dem entspricht eine Erweiterung der einzelnen Gruppe (1, 1; {) 
durch Zusatz einer geeigneten Substitution der Perÿode 2; die er- 
weiterte Gruppe besitzt die Signatur (0, 4; 2/, 2, 2, 2). Für die 
Gruppen (1, 1, 0) bLleibt die letztere Angabe bestehen; die er- 
weiterte Gruppe ist hier eine solche der Signatur (0, 4; 2, 2, 2), 
besitzt also cine hyperbolische Ecke. 

Umgekehrt enthält aber auch jede Gruppe (0, 4; 24, 2, 2, 2) 
bezw. (0, 4; 2, 2, 2) eine ausgezeichnete Untergruppe des Index 
2 vom Charakter (1, 1), so daB hier volle Eindeutigkeit der Be- 
ziebung besteht. 

Für die Invariantentheorie der Polygone P(1, 1) liefert diese 
Beziehung auf Grund der Formeln (14)#. eine wichtige Ergün- 
zung. Deuten wir +, y, + wieder als rechtwinklige Raumcoor- 
dinaten, so entspricht dem einzelnen zulässigen Werte ), resp. 
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dem correspondierenden , eine durch (18) dargestellte Fläche 
dritter Ordnung, welche in dem durch x < —2, y<—2, z < —2 
dargestellten Raumoctanten eine einfach zusammenhängende, sich 
ins Unendliche ziehende Schale besitzt. Insbesondere liefern die 
gesamten Werte j, 2 ein eindimensionales Continuum solcher 
Flächenschalen. Ueben wir nun im AnschluB an (15) die 
Transformation aus: 
IRD ie Ru À nu VA 

Set Er t,—1 TES 1-1,’ 2=), SE 1-6 
O9 À gra = 4 (+) +) A) V2, 

24 = (+) NT, — 2, 


so erscheint die einzelne Flächenschale dritter Ord- 
nung und damit das einzelne Continuum 1Z1(1, 1; !) auf 
das Quadrat 0O<t,<1, 0<i,<1, das eindimensionale 
Continuum von Flächenschalen und damit das Con- 
tinuum JI(1, 1) auf den Würfel OZ, <1, O<t, <i, 
0<1,<1eindeutig stetig abgebildet. Natürlich gilt hier 
wieder die für die Composition wichtige Bemerkung, daB durch 
Fixierung des Wertes ÿ =—2 aus dem Würfel ein Quadrat aus- 
geschnitten wird. 

Durch die letzten Entwicklungen ist der Weg gebahnt, um 
vermüge des Princips der Composition zum allgemeinsten Conti- 
nuum 11(p, n, v) von Hauptkreispolygonen zu gelangen. Ein ein- 
zelnes kanonisches Polygon P(p, n, v) mit p—0 kann man 
nach A. F. I p. 311ff. entstanden denken durch Composition 
zweier Polygone P(p—1, n+1, ») und P(1, 1, 0), welche eine 
hyperbolische Erzeugende gemein haben. Umgekehrt kann man 
zwei solche Pobkygone mit gemeinsamer hyperbolischer Erzeugender 
stets auf co’ Weisen zu einem Polygone P(p, n, ») componieren. 
Es ist hierbei nôtigenfalls am Polygone P(1, 1, 0) die oben schon 
erwähnte Verzerrung auszuüben, welche gerade für diesen Fall in 
À. F. I p. 298 besprochen wurde. Natürlich kann man binterher 
das Polygon wieder in ein geradliniges (2n+4p)-eck mit nur 
concaven Winkeln umwandeln. 

Die Invariantentheorie gestaltet sich jetzt so, daB mit 
P(p—1, n+1, v) die Invariante 7, für P(1, 1, 0) gegeben ist. Es 
treten dann drei weitere an die Relation (16) gebundene Inva- 
rianten j,, jy Ju de,Periodeninvarianten“ (aus nahe liegen- 
dem Grunde) heïfen sollen, hinzu. Statt ihrer kann man vermüge 
der Transformation (19) auch zur Eckeninvariante #, (jetzt nur 
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noch im Intervall 0 4, < 1 variabel) und den beiden Perioden- 
invarianten t,, {, übergehen, wobei der ,Punkt* (4, #,) unabhängig 
von £, in seinem Quadrate 0 <t, <1, 0</,<1 frei beweglich 
ist. Endlich kommt noch eine ,Compositionsinvariante“ 
hinzu, welche wir wie oben durch eine auf das Intervall 0 << 1 
eingeschränkte Variabele £ darstellen künnen. Bei irgend welchen 
stetigen Abänderungen des Polygons kônnen sich diese Invarianten 
t,, ds ty t gleichfalls nur stetig mitändern. 

Die Invariantentheorie des Polygons P(p, n, v) ist nun un- 
mittelbar zu erledigen. Wir erzeugen dasselbe durch Composition 
aus einem Polygone P(0, n+», ») und p Polygonen P(1, 1, O). 
Ersteres Polygon hat 3(n+p)—6 Invarianten, die wir durch die 
Grüben #, ..., 4,1, darstellen. Die ersten # Eckeninvarianten 
sind entweder fest oder im Intervall 0 Z£<1 variabel, wobei 
das Gleichheitszeichen allemal eine parabolische Spitze anzeigt. 
Hinzu kommen bei der Composition noch 2p Periodeninvarianten 
bonsp-53 Cantspas + + +) Ésnts,sr SOWie endlich p Compositionsinvarianten 
Ensse sr =.) gros Alle’ diese Invarianten sind im Intervall 
O<ét<1 variabel. Zugleich sind die sämtlichen 3n +6p—6 In- 
varianten von einander unabhängig. Unter Heranziehung einer 
schon wiederholt benutzten geometrischen Sprechweise entspringt 
der Satz: Das (3n—v+6p—6)-dimensionale Polygoncon- 
tinuum II(p,n,v) von gegebener Signatur ist eindeutig 
stetig abbildbar auf den (3n—v+6p—6)-dimensionalen 
Würfel: 


Dre ne ae m0 es 0 et, el 


Sieht man von den beiden Signaturen (0, 3, 3) und (0, 3, 2) 
ab, so ist die Anzahl 3n—v+6p—6 stets —1. Alsdann ist die 
Berandung des Continuums 11(p, n, v) ein zusammenhängen- 
des geschlossenes Continuum von 3n—-v+6p—7 Di- 
mensionen. Bei der Darstellung des Continuums J1I(p, n, ») 
durch die # erscheint der Rand als aus 2(3n—v+6p—6) Würfeln 
der Dimension 3n—v+6p—7 zusammengesetzt. Die ersten 7 — 
dieser berandenden Würfel liefern die Polygone mit parabolischen 
Zipfeln. Alle übrigen Würfel liefern Grenzfälle, deren Natur 
durch eine besondere Untersuchung festzustellen ist. 

Als ein Hauptergebnis der neuen Darstellung der Polygon- 
continua ist anzusehen, da jedes Polygoncontinuum 
IT(p, n,v) einen ,einfach* zusammenhängenden Be- 
reich darstellt. Die stetige und ohne Zerreissen vor sich 
gehende Zusammenziehung des ganzen Randes bis zu einem Punkte 
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kann man in einfachster Weïise durch die Ungleichungen: 


PE bou LU Ole ns Le 0 


V+H1 = 


vorschreiben, in welchen man 6 stetig von O bis 1 wachsen läft. 
Der Rand des jeweils übrig bleibenden Bereiches zieht sich dabei 
bis auf den Punkt 6, = #,, = +. — 6, — À zusammen 
und beschreibt das ganze Continuum einmal und vollständig. Die 
Einfachheit der hiermit gewonnenen Vorstellung, mügen wir sie, 
wie eben gedacht, an dem (3 —v+6p —6)-dimensionalen Würfel 
oder an einer anderen auf letzteren eindeutig stetig bezogenen 
Darstellung unseres Polygoncontinuums ausüben, ist für die Durch- 
führung des ,Continuitätshbeweises“ von groBer Bedeutung. 


Ueber das Gesetz der Lichtgeschwindigkeit 
im Turmalin. 


Von 
S. Nakamura. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 31. October 1908. 


C. Viola’) führte eine Reïhe von Messungen der Brechungs- 
indices von Quarz mittelst des Abbe’schen Totalrefraktometers mit 
solcher Genauigkeit aus, daf die Messungen des Grenzwinkels der 
Totalreflektion für die Glaskugel und Luft nur Abweïichungen von 
+10” unter einander zeigten. Er fand bei Messungen an einer 
parallel zur Hauptachse geschliffenen Quarzplatte, daf der Grenz- 
winkel für den ordentlichen Strahl gesetzmäfig mit dem Azimut 
variirte. Die Differenz zwischen den Grenzwinkeln für die Rich- 
tungen parallel und senkrecht zur Hauptachse war 25”, und die 
entsprechenden Werte des Brechungsindex (für das Na-Licht) 
waren 


n, —= 154426 und n, — 1.54440. 
Eine senkrecht zur Achse geschliffene Platte ergab 
n, —= 1.544456. 


Die von ihm gefundene Differenz #,—n, ist grüfier, als die Diffe- 
renz, die von der Circularpolarisation herrühren künnte. Viola 
schlieft aus diesem Resultate, daB die Fortpflanzung des Lichtes 
im Quarz vom Huyghens-Fresnel'schen Gesetze abweicht. 


1) C. Viola, Zcitschr. f. Kryst. 32. 1900. p. 551. 
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Aebhnliche und noch stärkere Abweichungen ') vom Huyghens- 
schen Gesetze fand er an durchsichtigen Turmalinen aus Elba. 
Aus einem und demselben Krystalle wurden je zwei Prismen her- 
gestellt, deren Kanten parallel und senkrecht zur Hauptachse 
waren. Er bestimmte den Brechungsindex (für das Na-Licht) nach 
der Prismenmethode und erhielt die folgenden Werte. », und », 
sind die Brechungsexponenten des ordentlichen Strahles in den 
resp. parallelen und senkrechten Richtungen zur Hauptachse, wäh- 
rend »*, der auferordentliche Brechungsexponent ist. 


| n, | ni | n, = ns n, 


Gelber Turmalin | 1.6494 | 1.6482 0.0012 | 1.6239 
Farbloser , 1.6425 | 1.6402 0.0023 | 1.6215 
Grüner : 1.6479 | 1.6503 | — 0.0024 | 1.6254. 


Beim Quarz fand im Gegensatz hierzu J. Macé de Lépinay 
durch Messungen über die Phasenverzügerung des Lichtes beim 
Durchgang durch einen Quarzwürfel von ca. 4 cm Seitenlänge, 
eine hundertmal kleinere Differenz in #,—#,, und zwar eine noch 
kleinere als aus der Theorie der Circularpolarisation folgen würde. 
Er fand für das Cd-Licht, 


n, = 15487429 und n, — 1.5487418. 
Bei der Prismenmethode fand er 
n. —= 15487381. 


Im Quarz bestätigte sich also die Viola’sche Ansicht nicht. 

Für seine Messungen an drei verschiedenen Turmalinen aus 
Elba und einem grünen aus Haddam, stellte E. A. Wülfing”), 
um den Mangel, welcher durch die Inhomogenität des Krystalls 
verursacht wird, môüglichst zu vermindern, je eine vierseitige 
Pyramide her, von der zwei Flächen parallel zur Hauptachse, die 
zwei anderen parallel zur Basis waren. Er erhielt vüllig iden- 
tische Werte für »#, und », in zwei Fällen und einen Unterschied 
von 0.0001 in den beiden anderen. 


1) C. Viola, Zeitschr. f. Kryst. 32. 1900. p. 557. 

2) J. M. de Lépinay, Zeitschr. f. Kryst. 34 1901. p. 280. Compt. 
Rendus 1899. p. 128. 

3) E. A. Wülfing, Centralblatt f. Miner. 1901. p. 299. 
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Hs hab 5 à 


Farbloser Turmalin (Elba) 1.6419 | 1.6419 | 1.6220 
‘ ; , 1.6418 | 1.6418 | 1.6220 
à , e 1.6424 | 16423 | 1.6223 
Grüner »  (Haddam) | 1.6401 | 1.6400 | 1.6220. 


Dieser Widerspruch mit seinen Resultaten veranlafite C. Viola) 
zur Wiederaufnahme der Untersuchungen. Er stellte an sechs 
selbst geschliffenen Prismen verschiedener Orientierung aus El- 
baner und Brasilianer Krystallen Messungen nach der Stokes- 
schen Methode an, um die Veränderung des Brechungsexponenten 
für ordentliche Strahlen mit der Richtung innerhalb eines Winkel- 
bereichs von etwa 40° in der Querschnittebene des Prismas fest- 
zustellen. Seiner Ansicht nach geht aus den Messungsresultaten 
hervor, daB der ordentliche Exponent Veränderungen mit der 
Richtung zeigt, welche die müglichen Beobachtungsfehler über- 
treffen. Sie betrugen in der zur Hauptachse senkrechten Ebene 
etwa 4, in einem Hauptschnitte 12 Einheïiten der 4 Decimale für 
einen Winkelbereich von ca. 40°. Er schloB daraus, daB die Licht- 
fortpflanzung in den untersuchten Turmalinen jedenfalls nicht dem 
Huyghens’schen Gesetze für einachsige Krystalle folgt. 

Aber es ist hüchst wahrscheinlich, daB diese grofen Abwei- 
chungen des ordentlichen Strahles in Turmaline durch die Uneben- 
heit der Prismenfläche verursacht sind. Wenn die Flächen ge- 
kriümmt sind, dann ist es ganz klar, da, da der Einfallswinkel 
des Strahles stufenweise varïirt wird, und folglich der Strahl 
einen allmählig wechselnden Pfad entlang sich fortpflanzt, auch 
der brechende Winkel des Prismas sich ändern muf. Wenn man 
also die Beobachtung durch die Annahme vom constanten brechenden 
Winkel reduciirt, so wird eine scheinbare Veränderlichkeit im 
Brechungsexponenten sich zeigen. 

Auf Anregung des Herrn Prof. Voigt sind die nachstehenden 
Messungen der ordentlichen und auBerordentlichen Brechungsex- 
ponenten an nabhezu farblosem Turmalin aus Brasilien mit einem 
Abbe'’schen Totalrefraktometer vorgenommen worden. Aus dem 
Krystall ist durch die Firma C. ZeiB-Jena ein kreisrundes Scheib- 
chen von ca. 6 mm. Durchmesser hergestellt, dessen eine Endfläche 
optisch eben und zur Hauptachse genau parallel ist. Da die 


1) C. Viola, Zeitschr. f. Kryst. 37. 1902. p. 120. 
24* 
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Fläche optisch eben ist, war durch Interferenzstreifen geprüft; 
und daf sie zur Hauptachse parallel ist, wurde bei den Messungen 
von Brechungsexponenten selbst constatiert. Die Justierung des 
Refraktometers wurde früher von Herrn Prof. Tsuruta gründ- 
lich untersucht, und ich habe dieselbe noch einmal vor meinen 
Messungen nachgesehen und ganz in Ordnung befunden. Um die 
Richtigkeit der Justierung ferner zu bestätigen, wurde die Mes- 
sung des ordentlichen Exponenten von Quarz ausgeführt, die ergab 


n, —= 1.b4426, 
während nach Mascart ist 
n, = 1.54423; 


ich konnte auch keine Veränderlichkeit in n, mit dem Azimut, 
welche die Bcobachtungsfehler übertreffen, finden. 

Die Beobachtungen mit der Turmalinplatte wurden folgender- 
maafen ausgeführt. Ein kurzes Glasrohr war auf die Glashalb- 
kugel des Totalreflektometers gekittet und wurde mit Monobrom- 
naphtalin gefüllt, bis ctwa 3 mm. Tiefe; dann wurde die Turmalin- 
scheibe hineingebracht und mit einem auf dieselbe gelegten kleinen 
Gewichtsstücke auf die Glashalbkugel geprefit. Die Beleuchtung 
geschah durch eine in 1 m Entfernung aufgestellte Natriumflamme 
und eine Sammellinse, welche die Lichtstrahlen auf dem Turmalin 
vereinigte. Das Fernrohr war mit einem analysierenden Okular 
versehen. Sofort nach den Beobachtungen für den ordentlichen 
Strahl, wurden dieselben für den auBerordentlichen Strahl durch- 
gefübrt. 

Bezeichnet man den Winkel, in welchem die optische Haupt- 
achse des Turmalins sich gegen die eben geschliffene Endfläche 
der Scheibe ncigt, mit y, das Azimut der Einfallsebene vom Haupt- 
schnitte des Krystalls mit y, und ist 0 der Grenzwinkel des 
auBerordentlichen Strahles in Glas, so besteht die Beziehung, 

LIRE à cos °p sin° y 


Si ose ler É 1 
N° sin 0 n° cos” y + n° sin” y és RAS @) 


wo n, und », resp. die ordentlichen und auferordentlichen Ex- 
ponenten des Turmalins bedeuten, während N denjenigen der 
Glashalbkugel bezeichnet. Die vobige Gleichung kann man auch 
schreiben, 

1 


an s+ d cos 29, 


| 


th 
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S — EU Bee Por die 1 
2 n° cos’ y+n sin y Ty 
Ra] 


2 [nscos y+n'sin y on! 


(2) 


In den negativen Krystallen, wie Turmalin, ist n,—n, und d 
negativ. Wenn man die zunächst unbekannte Ablesung des Azimut- 
kreises für den Hauptschnitt der Turmalinscheibe durch «, und 
die beobachtete Kreisablesung der Einfallsebene durch x bezeichnet, 
so wird 


L $ 
p— a«—a, und Tino — S+P cos 2a+qsin2a, (3) 


p = dcos2a,  q — dsin2u,. 


Die drei Konstanten s, p und q sind aus den beobachteten Werten 
von 4 und « durch die Methode der kleinsten Quadrate zu be- 
rechnen, wobei auch «, und d gefunden werden. Weiter kann man 
aus $, d und dem aus den Beobachtungen des Grenzwinkels für den 
ordentlichen Strahl bestimmten Werten von n, leicht y berechnen; 
— oder, wenn es vorher bekannt ist, daB y verschwindet, so kann 
man aus s und d, n, und #, berechnen. 

Die Tabelle I enthält die Beobachtungen für den ordentlichen 
Strahl. À und Z sind die Ablesungen des Verticalkreises für die 
verschiedenen «, d. h. die Ablesungen des Azimutkreïses, wenn der 
Krystall resp. von der rechten und linken Seite beleuchtet wird. 
Die Kolumne (3) giebt den Nullpunkt des Verticalkreises, oder die 
Lage der Normalen zur Ebene der Glashalbkugel an. Endlich ist 
6 in (4) der gesuchte Grenzwinkel. 

Ein Blick auf die Werthe von 6 zeigt, daB dieselben eine regel- 
mäfige Veränderung mit « aufweisen. Aber diese Veränderung hat 
nichts mit der Abweichung vom Huyghens’ schen Gesetze zu thun, 
weil sie nur ein Maximum und ein Minimum bat, während 8, wenn 
der Turmalin sich wie ein zweiachsiger Krystall verhalten würde, 
zwei Maxima und zwei Minima haben müfite. Die Veränderung 
von Ü mit dem Azimut kommt, ohne Zweifel, durch die Thatsache, 
daB die Unterfläche der Turmalinscheibe mit der Ebene der Glas- 
halbkugel nicht genau paralle] läuft. Es ist leicht denkbar, daB 
die dazwischen sich befindende Flüssigkeit wie ein Kissen wirkt, 
und also die zwei Flächen nicht immer parallel zu einander 
stehen. Um die Beobachtung von diesem Fehler frei zu machen, 
wollen wir hier den Korrektionsbetrag berechnen, welcher dieser 
Ursache zuzuschreiben ist. 
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Tabelle I. 

() | (2) | (8) | (4) | (5) | (6) (7) | (8) 
« ER & L | ,B+1) p=iu-2) mob pecope le6 (4) F0) | 
02 | 2409 20/ 25/1 1802! 120023 5/1 180021 45/’ | 59058! 40// | —20.3 + 4 59058! 44/! 1.636? 
10 20 5 [190 28 45 91 55 58 10 + 9.7 +10 20 ( 
20 19 35 | 200 23 55 21 45 57 50 +29.7 +15 5 € 
30 19 55 [210 23255 91655 58 O0 +-19.7 +20 20 € 
40 19 45 | 220 23 55 21 50 57 55 +24.7 +24 19 € 
50 19 45 1230 24 15 2210 57 45 +34.7 +27 12 ( 
60 19 35 | 240 D'ART 21 50 57 45 +347 +30 15 6 
70 19 55 1250 23 55 21 55 58 O0 +19.7 +31 31 7 
80 19 45 | 260 24 21 55 57 50 +29.7 +32 22 C 
90 19 35 1270 24 15 21 55 57 40 +39.7 +32 12 € 
00 19 55 | 280 24 5 29210 57 55 +-24.7 +31 26 7 
10 19 45 1 290 23 55 21 50 57 55 +24.7 —+28 23 € 
20 20 5 1300 DANSE GPA 58 0 + 19.7 +25 25 Ç 
30 19 55 | 310 JL 220 57 55 +24.7 +21 16 6 
40 19 55 1320 23 55 21 55 58 0 +19.7 +17 17 6 
50 19 55 | 330 23 45 21 50 58 5 +147 +12 17 6 
60 19 55 | 340 28 55 21 55 58 0 +19.7 + 7 7 6 
70 20 5 1350 28 45 21 55 58 10 + 9.7 + 1 11 6 
80 20 "15 (0) 93 95 21 50 58 25 OS — 4 21 6 
90 20 25 10 23 25 21055 58 30 105 —]10 20 £ 
00 20 25 20 23 15 21 50 58 35 155 —]15 20 6 
10 20 35 30 20859 21 45 58 50 00 —920 30 7 
2() 20 25 40 29 55 21 40 58 45 29,3 —24 21 G 
9 20 55 50 29 55 21 45 58 50 =05 —)7 23 6 
40 20 45 60 29,35 2i 40 59 5 410.9 0 35 7 
50 20 35 70 29759 21 45 58 50 309 91 19 { 
60 20 45 80 2255 21 40 59 - 5 19.3 —Ù) 46 7 
70 20 45 90 2 21 55 58 50 —900 —)) 18 ( 
80 20 25 1100 93 15 21 50 58 35 159 —31 4 (: 
90 20 25 | 110 22145 21 35 58 50 0 —98 22 6 
00) 20 25 | 120 23 925 21 55 58 30 10 07 5 { 
10 20 15 1130 DÉMOS 21 50 58 25 93 A 4 G 
20 20 25 1140 2352) 21 55 58 30 10: 17 13 G 
30 20)" "3521150 93925 DD.) 58 35 192 — 12 23 G 
40 20 25 | 160 9309n 21 55 58 30 —105 — 7 23 [El 
50 20 25 | 170 25 15 21 50 58 35 = LE sa | 34 | 


Arithmetisches Mittel — | 180221’ 51//.4] 59058 19//.7 


59958 DEPEUT 1.6566: 


n, —= 1.636675 + 0.0000048. 
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In der nebenstehenden Figur sind ABC, ADC zwei Kreise 
auf einer Kugel mit dem Mittelpunkte O, welche resp. die Ebenen 
der Glashalbkugel und der Krystallscheibe darstellen; wenn man 
den Winkel zwischen ihnen durch & bezeichnet, dann haben wir 
ein Flüssigkeitsprisma mit dem brechenden Winkel gleich &. Nun 
fassen wir einen Strahl OL, ins Auge, der auf das eben erwähnte 
Prisma streifend einfällt 
und sich durch dasselbe 
in der Richtung OIL, fort- 
pflanzt. Sind AN, N' die 
Pole des Kreises ADC, 
dann wird die Ebene 
NI, N' die Einfallsebene 
des Strahles OI sein. 
Wenn man den Winkel 
N'OI, durch « und den 

Brechungsexponenten 
der Flüssigkeit durch 
bezeichnet, so wird 


1 n 


o 


sin & V A 


Beim Eintritt in die Glaskugel wird der Strahl nach OL, ge- 
brochen. Sind nun H, H' die Pole des Kreises ABC, welche 
beide in die Figur mit O zusammenfallen, dann ist HI,E die Ein- 
fallsebene für OI, und der gebrochene Strahl kann durch O1, dar- 
gestellt werden. Bezeichnet man die Winkel H'O1, und H'OI, 
durch B und 4, wovon der letztere der mit dem Fernrohr beob- 
achtete Winkel ist, so wird 


sin f NA 
v 


sin0 


Falls œ das Azimut des Strahles OT, auf dem Horizontalkreise, 
von der Richtung der maximalen Neigung OZ berechnet, d.h. 
BOF bezeichnet, dann gilt 


cos & — cose cos B+sinesinfcosy; 
daraus folgt 


Von = cos sr — N'sin 0 +sins. Nsin0 cos 


= Va N' sin" 6 +e#N sin 0 cos q. 
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Diese Gleichung giebt uns die Beziehung zwischen æ und 4. Nun 
setzt man 
Nsin® — »,+4n, 
dann ist 
An = &\Vv'—n.cos y, 
und, wenn man noch 
An = Ncos0,.40 — VN'—n.40 


setzt, gilt ferner 


—n) 
A0 = eV c08 9 — # COS . 
Man sieht daraus, daB, wenn man die Ablesung des Horizontal- 
kreises für die Richtung OB gleich a’ und dieselbe für OE gleich 
œ« setzt, p — «—a! ist, und man aus 


A9 = x cos (a— a) 


«' und x berechnen kann. Aus den 48 in (5) bekommen wir in 
dieser Weise 


a! — 82°11'5, = 10271, 8 — 1"b57 


Die Werte von 46, berechnet aus diesen Werten von «& und x, 
sind in der Kolumne (6) gegeben; (7) giebt uns die Werte von 
6, frei von dem Neigungsfehler der Krystallscheibe. Wir sehen 
daraus, da der Brechungsexponent des ordentlichen Strahles im 
Turmalin in allen Richtungen constant ist, und zwar gilt 


n, —= 1.636675 Æ 0.0000048. 


Die Beobachtungen des aufBerordentlichen Strahles, welche die 
Lage der Hauptachse zu bestimmen gestatten, sind in der Ta- 
belle II gegeben. 
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Tabelle IT. 
(1) | (2) | (8) | (4) | (5) | (6) | (7) | (8) | (8) 
œ R œ L | {(B+L) sun à bérechu:|620 LU RRaLS Der |l 


0 |239095’ 5/|180°| 121018’ 25] 180021’ 45” | 590 8/90//| 590 8/ 45/1 +951590 3/94/1590 3/ 5g//| +34/ 
4 


| 10 33 25 | 190 10 5 21 45 12 1 | +11 
| 20 44 15 | 200 0 15 21 45 22 7|—8 
| 30 54 35 |210 | 120 49 25 22 0 32 54 | — 1 
| 40 |240 4 35 | 220 39 25 22 0 43 8 |+4 
50 13 5 |230 31 5 29 5 51 18 | — 9 
60 17 55 | 240 25 55 21 55 56 38 | + 8 
70 19 50 | 250 24 5 21 57 58 18 |— 5 
80 17 5 |260 26 25 21 45 56 12 | +20 
90 12 25 | 270 31 35 22 0 50 23 | —34 
100 2 50 | 280 40 15 21 32 41 48 | — 1 
110 |239 52 45 | 290 50 35 21 40 31 30 | — 3 
120 41 45 | 300 |121 1 25 21 35 20 43 |+ 8 
130 31 55 | 310 11 35 »* 21 45 10 48 | +17 
140 24 30 | 320 19 45 22 7 2 52 | +13 
150 19 10 | 330 24 25 21 47 58 57 50 | +16 
160 18 10 | 340 26 15 29 12 56 15 | +10 
170 20 5 |350 24 5 22 5 58 18 | +17 
180 26 10 | 360 17 55 29 9 59 3 58 | — 6 
190 34 10 | 10 9 35 21 52 12 1007 
200 44 15 | 20 | 120 59 35 21 55 22 7T|+02 
210 55 5 | 30 48 55 22 0 32 54 | 9 
320 | 240 5 35 | 40 38 25 22 0 1551118 
230 13 45 | 50 30 10 21 57 61 18 | — 3 
240 18 55 | 60 24 45 21 50 56 38 |+ 3 
250 20 50 | 70 23 5 21 57 58 18 | — 3 
260 18 25 | 80 25 5 21 45 56 12 |+ 4 
270 12 35 | 90 30 25 21 30 50 23 | —10 
280 3 55 | 100 39 30 21 42 41 48 [+7 
290 | 239 53 25 |110 49 45 21 35 31 30 |+ 8 
300 42 35 |120 | 121 O 15 21-25 20 43 |— 2 
310 32 45 | 130 10 25 21 35 10:48 
320 25 35 | 140 18 50 22 12 2 52 | —13 
830 20 25 | 150 23 25 21 55 58 57 50 | —28 
340 18 25 | 160 25 25 21 55 56 16 | "8 
350 20 45 | 170 23 45 22 15 58 18 |—11 


Arithmetisches Mittel — | 180° 21’ 56/.0 
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Das arithmetische Mittel in (3) stimmt mit demjenigen in der 
Tabelle I überein. 

Da die Turmalinscheibe, wie oben erzählt, gegen die Ebene 
der Glashalbkugel etwas geneigt ist, wird es notwendig sein, daf 
man 6 wiederum zuerst von diesem Fehler frei macht. Der Kor- 
rektionsbetrag ist jedoch in diesem Falle nicht so leicht streng zu 
berechnen, wie in dem Falle des ordentlichen Strahles. Aber wenn 
wir ins Auge fassen, daf 1) die in Frage stehende Neigung ganz 
klein war, und daB 2) nach unserer Rechnung die Fehler beinahe 
sich gegen einander aufheben, so wird es uns gestattet sein, die 
in der Tabelle I (6) gegebenen Korrektionen 40 zu benutzen. 
Da8 dieses Rechnungsverfahren zulässig ist, kônnen wir auch aus 
dem folgenden ersehen. Wir machen die Berechnung, wie wir sie 
in der Gleichung (3) gezeigt haben, ohne Rücksicht auf diese 
Frage, und wir vergleichen die beobachteten und die berechneten 
Werte von 6. In derselben Weise, bekommen wir unter der An- 
nahme, daB y — O0, 


nm, = 1.636687, n, — 1.619355, «, — —20°41".0 


und die daraus berechneten Werte von 0 sind wie wir sie in (5), 
Tabelle II gegeben haben. Nun gleichen die Differenzen 48 in 
(6) zwischen den beobachteten und den berechneten Werten von 4 
beinahe denjenigen in (6), Tabelle I; — hieraus ersehen wir folg- 
lich, dafi wir (6) Tabelle I als Korrektionen für 0 benutzen kônnen. 
Aus den so korrigierten und in (7) gegebenen Werten von 8, be- 
kommen wir schlieBlich, 


mi O0 0 t—-l6I08L Ml PE 0120 


Wir sehen zuerst, dafi der Wert von », vüllig mit demjenigen 
übereinstimmt, den wir aus den Beobachtungen des ordentlichen 
Strahles gefunden haben, und die Richtigkeit der Annahme y —0, 
ist constatiert. Die berechneten Werte von 8, und die Differenzen 
49 sind in (8) und (9) gegeben. 

Die vorliegenden Messungen zeigen uns also, dafi die Fort- 
pflanzung des Lichtes im Turmalin nicht merklich vom Huy- 
ghens’schen Gesetze abweicht. 


Gôttingen, September 19083. 


Wirkung einer Uebergangsschicht 
bei Totalreflexion. 


Von 
R. A. Houstoun. 


Mit einer Figur im Text. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 31. October 1908. 


In einer Arbeit in Wied. Ann. 24 $. 146, 1891 leitet Drude 
eine Formel für die relative Phasendifferenz ab, die zwischen 
den Componenten des eben polarisierten Lichtes durch Totalre- 
flexion an der Grenze zweier Medien erzeugt wird, wenn eine 
Uebergangsschicht vorhanden ist. J. Jamin (Ann. de Phys. et 
Chim. (3) 30 pg. 257, 1850) und G. Quincke (Pogg. Ann. 127 
pg. 217, 1866) beobachteten diese Phasendifferenz und haben ge- 
funden, daB ihre Beobachtungen mit der älteren Fresnel’schen 
Formel übereinstimmen, die auf der Annahme gegründet ist, daf 
es eine Unstetigkeitsfläche zwischen den zwei Medien giebt. Jamin 
und Quincke haben gewühnlich mit frisch geschliffenen Flächen 
gearbeitet und hier mochte die Uebergangsschicht in der That 
sehr gering sein. Prof. Voigt gab mir ein Prisma, dessen Ueber- 
gangsschicht durch lange Aufbewahrung voraussichtlich dicker ge- 
worden war. In diesem Prisma habe ich die Phasendifferenz be- 
obachtet, die durch Totalreflexion erzeugt wurde. 

Der Apparat war ein Spektrometer, dessen Spaltrohr mit 
einem polarisierenden Nicol, und dessen Fernrohr mit einem ana- 
lysierenden Nicol und einem Babinet’schen Compensator ver- 
sehen waren. Das einfallende Licht war unter einem Winkel von 
45° gegen die Einfallsebene polarisiert. Die Lichtquelle war eine 
Nas COs-Perle in einer Bunsen-Flamme. 

œ, der Einfallswinkel, wurde aus R, dem Winkel zwischen 
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den Richtungen des Fern- 
rohrs und des Spaltrohrs, 
und dem Brechungsindex 
n durch die folgende For- 
mel berechnet 


R— 
«+ B + arcsin (n sin (g — «&)) 
+ arcsin (# sin (g — B)). 


Die Messungen wurden für eine Reihe Einfallswinkel gemacht, 
von denen der Grenzwinkel der Refraction der erste war. Die 
Winkel des Prismas, der Brechungsindex, die Nullpunkte des Nïi- 
cols und des Compensators waren vorher sehr genau festgestellt. 
Nach einigen erfolglosen Versuchen erhielt ich zwei gute Beobach- 
tungsreihen — zehn verschiedene Einfallswinkel und zehn Be- 
obachtungen zu jedem Winkel. Vor dem Versuch wurde das 
Prisma die Nacht hindurch in Alcohol gelassen, dann gründlich 
mit Wasser gewaschen und mit einem leinenen Tuch getrocknet. 
Es war auf dem Tisch des Spektrometers so gestellt, daB, wenn 
es umgedreht wurde, das Licht während derselben Reihe von 
Beobachtungen immer von demselben Ort reflectiert wurde. Die 
zwei Reïhen von Beobachtungen, die unten gegeben sind, wurden 
für Licht gemacht, das von verschiedenen Orten der Fläche re- 
flectiert wurde. 

4, ist die beobachtete Phasendifferenz. Neben 4, findet man 
die Reïhe der mittleren Fehler, um einen Begriff von der Ge- 
nauigkeit der Messung zu geben. 4, ist die Phasendifferenz nach 
der gewôbnlichen Fresnel'schen Formel berechnet. 

Die Fresnel'sche Formel lautet: 


; k: 
We P— x 


sin y tang  ? 


tang 14, = — 


die Drude’sche Formel: 
ë À 
tang 1 4 = Ron se ° 
In der ietzteren wurde zunächst 4, für 4 eingesetzt, ebenso 
die entsprechenden Werte für 4, und g. Man bekommt dadurch 
verschiedene Zahlenwerte für &e. Das arithmetische Mittel dieser 
Werte wurde dann wieder in die Drude’sche Formel gesetzt 
uud so das 4 berechnet, für welches die Werte gemäf den beiden 
Bevbachtungsreihen in der folgenden Tafel aufgeführt sind. 


3bb 


Wirkung einer Uebergangsschicht bei Totalreflexion, 


9100 = 
O'ot — | S'o4P | 0'o0 
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Die Wirkung der Uebergangsschicht ist sehr evident. 
Wir haben zwei Werte für . 0.0133 und 0.0126, also im Mittel 


00120. 
ñn 


Non ist nach Drude & definiert durch die Formel 


2,38 L s 
= EU af) an) 
CAT HEETTFES À Ds RON RITES 


wobei L die Dicke der Oberflächenschicht, », den Brechungsindex 
in der Tiefe ?, n, in der Tiefe o und n, in der Tiefe Z bezeichnet. 
Das positive Vorzeichen von & bedeutet, daB der Brechungs- 
index der Schicht zwischen demjenigen des Prismas und der Luft 
liegt. 
Nehmen wir an, daf 


n, = 1.309,+ 0.309, cos À. 
Dies genügt den Endbedingungen », — 1,619, x, — 1 und geht 
stetig über. Dann findet sich ZL — 0,028, wobei 4 die Wellen- 
länge des gelben Na-Lichtes bezeichnet. In seinem Artikel in 
Wied. Ann. 43, S. 145, 1891 berechnet Drude aus den Beobach- 
tungen von Jamin über gewüôhnliche Reflexion für Glas vom 
Brechungsindex 1.714 die untere Grenze dieses Betrags und er 
findet, daB diese Grenze L — 0,0103.1 ist. Der hier erhaltene 
grüfere Wert ist vollkommen wahrscheinlich, da es sich um eine 
sebr alte Glasoberfläche handelt. 


Gôüttingen, im August 1908. 


Zur Elektronentheorie. 
Von 
G. Herglotz. 


(Vorgelegt in der Sitzung am 28. November 1903 durch F, Klein). 


Der vorliegende Aufsatz schlieft sich an die erste im Arch. 
néerl. T. 25 erschienene Arbeit des Hrn. H. A. Lorentz über die 
Elektricitätstheorie für bewegte Kôrper an. Die Grundgleichungen 
sind dort aus einem Variationsprincip hergeleitet, welches eine 
vollkommen natürliche Erweiterung der Maxwellschen Theorie 
linearer elektrischer Strôme auf bewegte Kôrper bildet und eben 
deshalb als Ausgangspunkt der Theorie bemerkenswert erscheint. 
Die Durchführung dieses Principes jedoch scheint nicht vollkommen 
genau zu sein, insbesondere gilt dies bezüglich der von Hrn. Lo- 
rentz angegebenen Drehkräfte die auf das Elektron wirken. 
Deshalb ist hier zunächst diese Ableitungsweise der Grund- 
gleichungen exacter zu gestalten versucht worden. 

Bezüglich der Integration dieser Gleichungen richtet sich die 
Frage zunächst nach den Kräften die anf ein in bekannter Be- 
wegung begriffenes Elektron wirken. Die Werthe dieser Kräfte 
wurden zuerst von Hrn. Abraham!) unter Beschränkung auf nicht 
rotierende Elektronen und bei Vernachlässigung der Quadrate 
und Producte der zweiten und bôheren Differentialquotienten der 
Coordinaten des Elektrons gefunden. In jüngster Zeit hat Herr 
Schwarzschild?) die gleiche Aufgabe auch für ein rotierendes 
Elektron unter derselben Verachlässigung gelüst. Der hier ein- 
geschlagene Weg nähert sich dem von Hrn. Lorentz in der ange- 


1) Annal. d. Physik 1908. 
2) Güttinger Nachrichten 1908. 
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führten Arbeit betretenen, und besteht in der Entwicklung der 
Kräfte nach Potenzen der reciproken Lichtgeschwindigkeit #, 
jedoch unter Beibehaltung aller Potenzen und Differential -Quo- 
tienten der Beschleunigungen. Es lassen sich in der That die 
elektrischen und magnetischen Kräfte die von einem beliebig be- 
wegten Elektron erregt werden, derart nach 1/8 entwickeln, daf 
die einzelnen Glieder durch blofe Differentiationen gewonnen 
werden und ganze Functionen der. Coordinaten des Aufpunktes 
und des Elektrons sowie der Differentialquotienten der letzteren 
sind. Die mechanischen auf das Elektron wirkenden Kräfte sind 
dann durch eine einfach auszuführende Integration über Volumen 
und Oberfläche desselben zu gewinnen. Ihre Werthe sind speziell 
unter Vernachlässigung von 1/%$° nüher ausgerechnet. Sie lassen 
sich noch unter einer anderen Voraussetzung einfach gestalten, 
wenn man nämlich annimmt, daB sich das Elektron nur wenig 
von dem Zustand, gleichfrmiger Rotation um eine feste Achse 
bei ruhendem Mittelpunkt, entfernt. In diesem Falle werden die 
Bewegungsgleichungen lineare Differentialgleichungen mit con- 
stanten Coeffizienten, aber von unendlich hoher Ordnung. Nebenbei 
ergeben sich hier die Rotationsgleichungen eines Elektrons mit 
fixem Mittelpunkt ohne jede Vernachlässigung. — Die Schwingungen 
um den angegebenen stationären Zustand zerfallen in 2 Classen. 
Bei der ersten bleibt der Mittelpunkt in Ruhe, und es führt die 
Rotationsaxe des Elektrons einc Praezessionsbewegung um ïihre 
Anfangslage aus, während gleichzeitig die Rotationsgeschwindig- 
keit Variationen unterworfen ist. Bei der zweiten Classe dagegen 
bleibt die Rotationsaxe und Rotationsgeschwindigkeit unverändert 
und der Mittelpunkt des Elektrons vollfübrt Kreisschwingungen 
in einer Ebene normal zur Drehaxe und geradlinige Schwingungen 
parallel derselben. Alle diese Bewegungen sind gedämpfte. 
Dämpfungsconstante und Periode bestimmen sich aus gewissen 
transzendenten Gleichungen, von denen gezeigt wird, daf sie, wie 
es der Dämpfung der Bewegungen entspricht, keine Wurzeln mit 
negativ reellem Theil besitzen, daf sie aber unendlich viele Wur- 
zeln mit positiv reellem Theil haben. 


1K 
Herleitung der Grundgleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip. 


Im Felde befinde sich ein Elektron mit einer homogenen elek- 
trischen Volumenladung der Dichte p begabt. Seine Lage soll 


zur Elektronentheorie. 359 


auf ein im Aether fixes Rechtssystem (X, Y, Z) bezogen werden, 
und zwar seien à, b,c die Coordinaten eines bestimmt gewählten 
im Elektron fixen Punktes und p, q, r die Winkelgeschwindigkeiten 
des Elektrons um die Achsen (X, Y, Z). Die Geschwindigkeit des 
Panktes (x, y, 2) ist also: 


E—= u+qe—7ry 
#1) 7 = V+rxz—pz 
6 = w+py—gqx 
wenn : 
__ da r «db de 
2) M nt ile TR di 


gesetzt wird. 

Der Aether andrerseits sei einer im übrigen unbekannten Be- 
wegung fähig, die in jedem Punkt durch die drei Grüen f,g,h 
charakterisiert sei, welche die generalisierten Coordinaten des 
Aethers darstellen. Nunmehr soll festgesetzt werden, daB die 
potentielle Energie des Aethers gemessen werde durch: 


3) D = 2x Wf(f°+9+h)dr, 


während die kinetische Energie der ganzen aus Elektron und 
Aether bestehenden Systemes ausgedrückt sei durch: 


La: | "+ mm! + nn! ; 
4) ee parier rer 


Hier bezeichnet 4 die Entfernung der Volumelemente dr und 
dr' von einander und es ist gesetzt: 
b) = + À, m = en+Ÿ, 

Es ist hervorzuheben, daB hier eine homogene quadratische 
Function der sämmtlichen Geschwindigkeiten ist, deren Coeffizienten 
bloB von der Lage des Elektrons abhängen, und daher die Aether- 
bewegung als cyclische bezeichnet werden darf. 

Die Coordinaten (f, 9, ) derselben sollen aber nicht unabhängig 
sein, sondern untereinander und mit denen des Elektrons verknüpft 
sein durch die Bedingung : 


Oh 
D = +: 


6 of , Ôg ns 0h fo innerhalb d. Elcktrons 
) dx 0y  0z  |0 auferhalb : 
Dies zieht zwischen ({,m,n) die Beziehung nach sich: 
'ERLT Fou 5 
7) ôx dy dd 


Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso 1908. Heft 6. 25 
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Endlich soll nun die Bewegung des ganzen S y- 
stemes so vor sich gehen, da: 


t t 
8) (= of (D+ + E)dr+ [ #A@ 
t, to 


ist, bei jeder der wirklichen Bewegung benachbarten, die den 
Anfangs- und Endzustand mit ihr gemein hat. Hier stellt ferner 
E die Kinetische Energie einer etwaigen ponderablen Masse des 
Elektrons dar, und: 

0) OA = Xôa+ Yôb + Zôe + Lôa + MôB + Nôy 

ist die von den äuferen Kräften bei einer Parallelverschiebung 
(da, 0b, dc) und einer Verdrehung (0«, 08,07) des Elektrons ge- 
leistete Arbeit. 

Diese Variation soll nun zunächst ausgeführt werden. Es er- 
geben sich hierbei die Gleichungen für die Actherbewegung und 
die auf das Elektron wirkenden Translationskräfte (X, Y, Z) in 
Uebereinstimmung mit den von Lorentz!) angegebenen Aus- 
drücken. Die Drekräfte (L, M,N) sind jedoch andere, sie 
stimmen mit den aus den Translationskräften durch Momenten- 
bildung hervorgehenden Werthen überein, was bei Lorentz nicht 
der Fall ist. 

Die Variation der Bewegung soll dadurch definiert werden, 
daf man, um das Elektron aus die Lage L zur Zeit ét bei der 
wirklichen Bewegung in die Lage L' zur selben Zeit { bei der 
variierten Bewegung überzuführen, es um (da, db, dc) parallel zu 
verschieben und um (da, ôB,ôy) um die Coordinatenachsen zu 
drehen hat. 

Ein bestimmter Punkt (x, y, 2) des Elektrons ist also gegen 
die gleichzeitige Lage bei der wirklichen Bewegung verschoben um: 
x — da + 208 — ydy 
10) dy Ôb + xd y — 200 

dz — Ôc + yÜa — xÔB. 

Die Aenderung der Geschwindigkeit des Elektrons an der- 
selben Stelle (x, y,z) des Raumes ist für die X-Componente: 


| 


ae OË OË HE te: 
wenn fortan: 
d 
déste art as tartes 


verstanden wird. 


1) La Théorie de Maxwell Arch. néer. T. 25. 
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Ausgerechnet giebt dies : 


dôx Dôx 

D aa UE PE DDe. 

11) 01 = Pt p8o— de = TI 
dôz Dôz 

ge +0 D DE Con 7 


Es ist also ee die Aenderungsgeschwindigkeit eines Vectors, 


beurtheïlt von einem mit dem Elektron starr verbundenen Coor- 
dinatensysteme aus. Es erübrigt noch (f, 9, k) so zu variieren, da 
die Bedingung 6) unverletzt bleibt. Nun besteht offenbar die 
Variation der Massenvertheilung @ bloB in einer Schichte welche 
mit der Dichte 


12) oôn — @ (dx cos nx + dy cos ny + dz cos n2) 
(n ..äuBere Normale) 


die Oberfläche & des Elektrons überdeckt. Daher sind of, 09, 0h 
der Bedingung unterworfen im Innen- und AuBenraum des Elek- 
trons sammt ihren ersten Ableitungen stetig zu sein und die 
Gleichung zu erfüllen : 

00f , 0ôg , oôh 


ne ne. de 


18) “ox ‘ y Ôz 


An der Oberfläche & des Elektrons aber so unstetig zu sein, 
daf : 
(df cos nx + dg cos ny + Êh cos ne) au$en 


14) — (df cos nx + dg cos ny + Ôh cos nz) innen = çôn 
ist. 
Bildet man daher: 
L oôn 
JE EE 
so sind die GrüBen: 
o0.J 3 00] , 00J 


überall, auch an & stetig, und es ist überdies im ganzen Raume 


c0f  o8g" où _ 
OL Oy ATOS re 


2b * 


362 G. Herglotz, 


Daraus folgt in bekannter Weiïise, daB man haben mu: 
sf — 08] | 000 _00B 
EAN 0y 02 
00J + 004 _ 00 
0y (072 Ôx 
00J 00B _ 004 
(072 0x 0y 


14) 8g — 


dh — 


worin jetzt 04,0B,0C von der Stetigkeitsbedingung abgesehen 
ganz willkürlich sind. Trägt man jetzt diese Werthe in: 


0D — 4x S° (ff + gôg + hôk) dr 


e à, so folgt nach partieller Integration: 


15) 8® — 41%! [lé -2)34+ (0 - ae )8+ (52 - À) Car. 


Infolge der Unstetigkeit von _ an & tritt rechts noch das 


Glied — 47% 1 o0J dt hinzu, welches aber identisch Null ist. 
E 


Für d®# hat man weiterhin: 
sy = ff de, 


oder wenn: 

l'dr MEAT Er ONE 
16) R=f[ sf" r=f— 
gesetzt wird: 
17) 0 — (RO + Sôm + Tôn)dr. 


Betrachtet man nun die Werthe von 07, dm, ôn wie sie aus 
b) folgen so erkennt man daf sich 0% additiv zusammensetzt 
aus den drei Bestandtheilen: 


8, æ — LE cor D+ re) dr 
18) 8, y — J (RÔË + Sôm + TOL) dr, 


om il (RE+Sn+ Toëndo — 1 Poën do, 
a a 
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worin [ und (£ eine Integration über den ganzen Raum RÀ bezw. 
R E 
über das Volumen ÆE des Elektrons anzeigen. 
A . 
Nun sind noch sl 0, dt und Î 0, dt so umzuformen, da 
t ts 


die zeitlichen Differentialquotienten der Variationen darin nicht 
mebr auftreten. Zunächst ist unmittelbar: 


t t 
1h 8, wat — = [l'a f (Sr Se eo+ 2 ox 9h) dr. 
À pre ET 


(Wegen der Unstetigkeit von 6f, 09, 0h an & bedürfte dies 
einer strengeren Begründung, welche aber das obige Resultat 
wiederfinden läft.) Setzt man noch die Werthe von 0f, dg, 0h ein, 
integriert partiell nach x, y, z und bemerkt, daB aus 7) folgt: 


0R JS) 
# pt Cr ÉRGE 


so ergibt sich: 


h h (OU, Var ÔW 
20) [ à, Wat — = dt [ (or 84 + or 88 + ar 80)à 


wo zur Abkürzung gesetzt wurde: 


oT 08 ôR ÔT DCE re 
RE den ed où ho 


(n 
Bei der partiellen Integration von Î 0, dt hat man zu be- 
( 
achten, da hier _. statt _. auftritt und daf zweitens das In- 


tegrationsgebiet Æ nach (x, y, #) auch von +? abhängt. Man findet 
leicht, daB unter diesen Voraussetzungen die Gleichung gilt: 


ti t 
JÉ dt 18 Fo ee dt J. ue a+ | il FG à) 
k ge E t 


Und findet damit: 
Die DR NEDT 
2 [ 8, Ydt — 4% at [ (5 LUE da) oûr. 


Vereinigt man jetzt alle gefundenen Terme, so 
erhält man für die Gesammtvariation: 


34 
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ë il *@+ wat — fl dt J 1 fees -52) - PA 
to 


23) + [4x -2)- AAUISE (50) - D ac} 


DS 
j at [ete dep Te dy + sx f° at [ Poën de. 


Mit Rücksicht auf 8) hat man also zunächst: 
l. 00. "h, 29." .0Pe.. of oh 


An%" O  Oy 02’ And Ô 0e 0x’ 
EAU LL 


4x O 0x y! 


24) 


DiessinddieBewegungsgleichungendesAethers. 
Nimmt man ferner E — 0, also ein Elektron ohne ponderable 
Masse an, so folgt aus 8), 9) und 23): 


X = ford f ePcosnrdo 
E & 
4 = fe de — [ eP cos nyde 


2= fe Di pd — ep cos nsde 


25) 
DT DS 
L = [et -* Di Dr)& JPG evsns — s cos nd 
DR DT 
= el 2 De Jér= J et cos na x cos n£) do 
DS DR 
N — elfe —v pr )à— J ePt cos ny —y cos) de. 


Dies sind die Bewegungsgleichungen des Elek- 
trons. Man kann nun die f, g, h eliminieren, so daB in diesen 
Gleichungen bloB u, v, w, p, q, r auftreten, wenn man in bekannter 
Weise') die vier retardierten Potentiale F, G, H, o einführt durch 
die Gleichungen: 


1) H. Poincaré, Electricité et optique. 1901. no. 356. 
44 
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1544 1 0°G 
1v0T 10 
26) mg où — AH+4r06, re — Ap+4xo, 


ôp  ÔF 0G  oH 
PUR TÉLÉS LE 
Diese Functionen hängen also blof von der Bewegung des 
Elektrons ab. Bestimmt man jetzt noch y aus: 4ÿ+4xg — 0 
und setzt: 


1 t 
268) = /(-v4&, 


so drücken sich die früher benutzten Grôfen durch diese neuen 
folgendermafen aus: 


P)OR FH, def ne ps 


und analog die auf die %)- und 8-Richtung sich beziehenden Compo- 
nenten. Eine kleine Rechnung zeigt ferner daf die an dem Elektron 
angreifenden Kräfte in den eben eingeführten GrôBen ausgedrückt 
einfach dadurch zu erhalten sind, daf man in ihren Ausdrücken 
25) bezw. F, G, H statt R, S, T schreibt und P ersetzt durch die 
neue GrüBe: 


28) PB — FE+ Gn+ HE - Ty. 


Speziell müge nunmehr angenommen werden, es handle sich 
um ein kugelfürmiges Elektron. Dann werde der Anfangspunkt 
des Cooordinatensystemes in den Kugelmittelpunkt verlegt, da- 
durch fallen die Oberflächenintegrale in den Ausdrücken für die 
Drehkräfte weg. Man kann dann noch weitergehend den Kräften 
eine etwas einfachere Gestalt ertheilen, wenn man folgende Be- 
zeichnungen festlegt : 


x = /erûr, p)] = feûdr, 8 = fe, 
E E E 


28) © = feUH-eG)àr, mn = focr-2H)&, 
E E 


ne = feca-vP)àr. 
E 
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Mit ihrer Hülfe bringt man nämlich die Kräfte 
in die definitive Form: 


Ne +79 a8— [ Be cos nrdo 
dt je 

Y — D +p8—7E- [ Be cos ny do 
é a 


Z= À +29 — f Be cos nd 
80) Co) 


da? 


am 


GAL 
N—= gr IS PM. 


EL. 
Entwicklung der retardierten Potentiale F, G, H, +. 


Um nunmebr die F, G, H, @ zu bestimmen, hat man sich mit 
der Gleichung : 
1 &U 
3° of 
zu beschäftigen. Sind für é — 0 die Werthe U — F(x, y, z) und 
oU 


Ares Î(&, y, +) gegeben, so ist die Lüsung bekanntlich: 


1) — AU+Axs(x, y, 2,t) 


. , , ’ dr' 
: Put Dr mt GM)+ [reset 


wo M, und M, die Mittelwerthe von f bezw. F auf der Oberfläche 
einer mit dem Radius ®% um den Punkt (x, y, 2) geschlagenen 
Kugel bedeuten und die Integration nach dr' sich auf das Volumen 
derselben bezicht. War nun zu Anfang die Stürung auf ein end- 
liches Gebiet beschränkt, so werden nach Ablauf einer genügend 
langen Zeit M, und M, verschwinden, und die Integration nach 
dr’ über den ganzen Raum erstreckt werden künnen, wofern nur 
(x, y, 2) im Endlichen bleibt und s nur im Endlichen von Null 
verschieden ist. Aus der Annahme eines räumlich begrenzten An- 
fangszustandes also folgt, da8 U schliefilich unabhängig von diesem 
das retardierte Potential der Massen s wird, der Vorgang daher 


mp = 
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einseitig verläuft. Dieser Endzustand soll im folgenden stets als 
bereits eingetreten vorausgesetzt werden, es soll also sein : 


8) U(e,9,8,9 = fofo æ',y',e", os 


Sei nun speziell bloB ein einziges, beliebig bewegtes Volum- 
element dr von zeitlich veränderlicher Dichte s(t) vorhanden, 
dann hat man obiger Formel zufolge zunächst jene Punkte 


(x!, y’, 2°) zu bestimmen, die zur Zeit #—-7 innerhalb von dr lagen, 


3 
deren Entfernung 4 vom Aufpunkte (x,y,z) also bestimmt sein 
wird durch: 


4) | A=7r ( y), 
wenn 7({) die jeweiïlige Entfernung des Elementes dr vom Punkte 


(x, y, z) bezeichnet. Alle diese Punkte nun werden ein neues 
Volumelement dr’ erfüllen, dessen GrôBe man leicht findet zu: 


RE dt 
dl, 
ty 4 


Die Gleichung für U gibt dann: 


s y 4) dt 


(a) ; 
—7 4 
Nun folgt aber aus 4): 
d4 
(%) 4 dt 
sb TAN FI 
2 NET 
und damit ergibt sich für U: 
(eZ 4) 212% 
il ere Nils 


Setzt man also: 


8) T4 T und [= EG er 
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so hat man: 
| _ Ap(T) 

9) U —= 7 

Für T aber gilt nach 4) die Beziehung: 
10) Ts t—r(T). 

Nach dem Lagrange’schen Reversionstheorem ist daher: 

1 4 we 

11) PCT) = pO+È ER er (sr 0] 
und also nach 9) 
12) USED), 


Tr n!S" dt” 


Hierdurch ist das retardierte Potentialexplizite 
durch die Beschleunigungen aller Ordnungen des Ele- 
mentes dr ausgedrückt. 

Nunmehr ist es leicht, auch F, G, H,@ in äbnlicher Weise 
darzustellen. Zu diesem Zwecke beziehe man alles auf ein stets 
parallel zu sich selber fortbewegtes Coordinatensystem, dessen 
Ursprung im Mittelpunkt des Elektrons festliegt, sich also mit 
den Geschwindigkeiten u, v, w fortbewegt. Es seien wieder p, q,r 
die Winkelgeschwindigkeiten des Elektrons um diese Achsen, 
(x', y', x") die Coordinaten eines Punktes innerhalb desselben und 
(x, y, 2) jene des Aufpunktes. 

Die Geschwindigkeit von (+’, y', z') ist also: 


£ = u+ge —ry 
13) n = v+rx —pz 
6 = w+py —qx". 


Nun kann man offenbar bei Berechnung der F, G, H, o wegen 
der Kugelgestalt des Elektrons von seiner Rotation absehen und 
die genannten GrüBen einfach als die retardierten Potentiale einer 
mit der Geschwindigkeit (uw, v, w) bewegten aber nicht rotierenden 
Kugel auffassen, diese jedesmal erfüllt gedacht mit einer Masse 
der Dichte oë, on, oë, o. In diesem Falle aber hat man zu 
setzen !): 


1) Bei einem nicht kugclformigen Elcktron hätte man auf mitrotierende 
d PC) 
2 si nm se —ŸÉ- y en. 
Achsen zu bezichen und ä ET £ EPA setzen 


CPE à 
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d () Ô () Ô 
14) ü TE oœ "ox ‘og “&œ — T2 
Kehrt man jetzt noch die Reïhenfolge der Differentiation und 


Integration um, so künnen F, G, H,q in der Gestalt angesetzt 
werden: 


— 1 d”" ’ n—1 
onto dr 


0 


A CAR d" ’ n— ’ 


15) <e 1 d" 
He= IR ni a LE KR'yrar! 
= Dr d" n=1 7! 
P =Y n!8" di” a J er de 
worin 


R = Ve=2) FU) + C7) 
sein soll und die Integration sich über das Volumen des Elektrons 
zu erstrecken hat. Die hier auftretenden vier Integrale kônnen 
leicht ermittelt werden, und die Ausführung der diesbezüglichen 
Rechnung ergiebt folgende Werthe: 
Ist 


16) 6 = Va + +2 
die Entfernung des Aufpunktes vom Mittelpunkt des Elektrons so 
hat man: 


17) Je RTS dr = x (0), [y Rd" = y Y, (6), 
fe Rav = 2%,(6, fRT'dr' — ®, (0). 


Hierin setzen sich ®,(6) und %,(6) aus zwei anderen Func- 
tionen : 


ss. 2x (a + 6)"*? 6 
FAR sie rat a) 
Me 2x (a + 6)"*? : : 6° 
Ÿ, (6) FE (n ma 1) (n + 0) (n " b) 6° (a ch 6) D (n is 5) (a he n + AU 
a...Radius des Elektrons 


in der Weïse zusammen, daf: 


D, (6) = y, (5) +®,(—6)] ; 
(6) — % PL à 11 innerhalb des Elektrons 
®D, (6) p, (6) +(— 1)", (— a auferhalb des Elcktrons 
Po) = w,(6)+(— 14, (— o)f ist. 


19) 


| 
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Versteht man jetzt unter e —Y ) die n-malige Wieder- 


holung des in der Klammer enthaltenen Differentiationsprozesses, 
so hat man also schlieflich für die vier gesuchten 
Potentiale folgende Werthe: 


So CA 
= 02 nu Sn) lu ®. (0) + (ar r9) (6) 
s (2 
G = ÈS E >> =) D, (6) + (rx — pe) F, (0)] 
20) 3 
HS (Eu Se) lo D. (0) + Go — ge) (6) 
0 n! 
A Get à 
pP—e2,y É PL Q 
Zwischen ihnen besteht wie leicht zu erkennen die Beziehung : 
ÔF  0ôG 0p D _. 
D La ARE PET DR mn à 


Somit sind die von einem beliebig bewegten Elektron erregten 
elektrischen und magnetischen Kräfte durch bloBe Differentiationen 
in Reïhenform zu erhalten. 

Die Bestimmung der auf das Elektron wirkenden mechanischen 
Kräfte dagen erfordert noch eine Integration der Ausdrücke 20) 
über das Volumen und die Oberfläche des Elektrons. Da nun die 
einzelnen Glieder dieser Reïhen ganze Functionen in (x, y,z) sind 
so ist dieselbe verhältnismäfig einfach auszuführen. 


II. 
Die ersten Glieder der Bewegungsgleichungen des Elektrons. 


Unter Vernachlässigung der dritten Potenz von 1/8 soll diese 
Ausrechnung jetzt wirklich geschehen. Man hat hiebei jedoch in y 
bis 1/8* incl. zugchen, da in $ das Glied #’ auftritt. Die Aus- 
führung der Differentiation in 20) gibt für den Innenraum des 
Elektrons: 
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RE À 2x : 1 4x ” 
F ii 2xe(a (ME go)u+ Se (a F 5-0") Qe— 79) 2 e 


3 3 
1 4x Le 
= TR OM) + se (e UOTE —Qu'D ux) 
1 ur 4 2 2 1 L 1 il 4 v] 
re += 4" 6 gs)" TE ee (as — ry)(S ua) 

Œ s ee (e = ss —r7y)(Qu'—Du'x)+2 (qu —rv)Dux—2(g'2—r'y)D'ux] 
1 4 2 3 1” ’ , , , 
ne (c- F a 6 +)" 2 —r"y) — 2 (g'uw — r'v) — (qu’ — rv')], 

re Let . n122 . : ; 
mp (at— 56) ge Le Ou) +gn RE (a ot) (Eu Du) 
1 ER 


7% (GS uu — Su"x) 


+ = 0 — = |) 2H u Du'z—-A4Suu Dux+(Du'x)+ Sur Due) 


+w5 = Fe TEA co — 5 °)6 Du +4 uv” — D u'"x). 


Hierin hedeutet S eine Summation über die der x, y, z Achse 
entsprechenden GrüBen und G, H sind aus F durch cyclische Ver- 
tauschung von (u,v,w) (p,q,r) und (x,y,z2) zu erhalten. Bei Bil- 


dung der Integrale #, £, und # $ cos #x do hat man darauf zu 
& 
achten, die ganzen Functionen von x,y,2 stets in Kugelfunctionen 


zu zerspalten, wodurch die Integration äuBerst einfach wird. Man 
erhält auf diese Weise: 


___ 82x'ç"a" 1 16x'o"u° 4 1 32x'0° 
Hs RSR DE. 5 gr pag ME 
41 S2wgta, 1 ie k À 
+ DUREE EN [(gw’ —r0") +2 (q'io — r'v)], 
__ G4x'p'a’ 1  Gdx’p°a° 12e 
; g RE pt ne ny Eu Sp) 


1 16x° _ 1 Géx'o*a 
us 6. 7e PR DITS" 
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832x ça ae ; 
cos nx do — + u 
[e 3.b Go) 355 
1/10#04., 1 167'oa° ,, 1 82x'o"a d : 
D 6 MN) ES en EN RSS SE BA 
1 ll2roa d 1 ee Er 


n 43.358.874" 27 tm 3 


1 16x'o°a° 1 167’ 
Re 

1.167oa! , 5 

73 & sn (or —wq ) 

1 16x'o°a' 


—%3.3 8.8.7 [260 Dup+1llpEup—4p Dup 


Daraus endlich folgen unmittelbar die mecha- 
nischen Kräfte 
G4x’o°a° u' 1 82x'ç'a° 
"3.3.5 _ 5.3 “+ S.E.7 
1 12870 1 GAx’o'a' 
6) ÿ3.3.6. ae HD TES. 6.6. 7 22" -p Em) 


1 167'o"a d 
% 3.5.7 dt 
GAr°g°a’ » HetGdatdar 4 1 6ér'ota’ 
8.80bx 00m Babe 7r JU 35.79 
1 ee 20 
_. Gaz’ ça 
ÿ3.3.6.6.7 


CE a! 
X — 11 1 Géo AL APR D 


BD 
3. 


[(g'eo — r'0) + 2 (gw' — rv)], 


@r"—rg") 


Li= 


7) DE Zru+s (ee — vu’) 


CPC LC) 


Eine aufmerksame Betrachtung dieser Ausdrücke lehbrt, daf 
sie sich in die Form bringen lassen: 


a 0H _d'oH_ 1 Brçw ,, 


8) H = Se de or M D ST 
a SE PONT Us eu 
dt Ôp df ôp! 6q dt a al, dt ol 


wenn man unter H die Function versteht: 
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___ 82x'p"a° _ Se a” »0 1 82x'ç'a _ 
H= 33,8 2" 55.56.72 +m8.8.6.8 2") 
1 32 1 16 
10) UE D" + D RUE [D u/ (ro — qu) — 2 Du" 
1 32x'o°a' 


+ 9 3.3.8.8.7 Bu >? —(S pu)]. 


DemgemäB lassen sich die Bewegungsgleichungen 
in die eine Variationsgleichung zusammenziehen: 


LA 2 2,6 
11) 11 (or+ 64-75 re 3 u' du) dé 10, 
t 


B 3.3.3 


ar 82x'ç'a° : 

8 3.3.3 

X, denn es ergiebt bei einem schwingenden Elektron ein unend- 
liches Anwachsen der Amplitude, statt einer Dämpfung wie aus 
der Vorstellung der Energieausstrahlung zu erwarten wäre. Es 
liegt dies aber bloB an der Weglassung der hôheren Differential- 
quotienten in den Bewegungsgleichungen, wie aus dem folgenden 
näher hervorgehen dürfte. 


Befremdlich erscheinen kônnte hier das Glied — 


IV. 
Kleine Schwingungen eines rotierenden Elektrons. 


Von den Reïhenentwicklungen 20) II soll nämlich noch eine 
zweite Anwendung auf den Fall gemacht werden, daf sich das 
Elektron nur weuig von dem Zustande der gleichférmigen Rotation 
um eine feste Achse bei ruhendem Mittelpunkt entfernt. Es sollen 
mithin w,v,w, sowie die Differentialquotienten von 4, v, w,p,q,r 
als kleine GrüBen erster Ordnung betrachtet werden, während 
p,a,r selbst endliche Werthe besitzen môgen. Unter dieser Vor- 
aussetzung nun nimmt F die Gestalt an: 


F — QD, (o)u +0, (0) (ge — ry) 


1) TE o > = 2 2 (6) u" + gp AO) (q (u) LI _— y" y + ro) — qu" ?) 


À Es @ 
pr 


Gr Eau |, 


und œ wird in gleicher Weise: 


2) p = 02, (6)— e> ee : es Zau?. 
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Durch peer über das Volumen des Elektrons folgt 
hieraus 


X — Axo'u fe ®D, (6) 6° de 
3) + 4x IE ef D, (6) 6° d6 + 0 gp (a) {ro q we], 


oder wenn man die Integrale über ®, und #, wirklich ausrechnet. 


4 5 2 ea 2a) 
OT D Te CES CES OU 
a 
1 55,3 (n 1e 1) (= 2a)" n—1) (n—1) 
Dr Lio Pad Z (n + 2)(n + 3)(n + Dale 0002 
Ebenso erhält man für £ nacheinander: 
4) Pl - a p Î (0) ot de, 
Dr pes (x —1)(— 24) 
nc RM 3 M CR CRT EAP 


Für J B o cos nrdo ergibt sich schlielich: 


[ Be cos nrdo — ue _ Z ME ee La (a) (ro — qu) 
B) + Y (a) Lr r( pu — ru) — q (qu — pu®)} 
2 (dP,(o) (1) (1) 1 u"T°[dB,.,(0) 
er 0 RESTES Sr 2 | 


Hier ist gesetzt: 
? — p+a+r, 
und das 3. Glied unter der Summe ist für n — 0 wegzulassen. 
Sammelt man jetzt die einzelnen Glieder in X so entsteht: 


ee 


a 
X — ner j£ ®, (6) 0° do 


> 10 


Axe" ©, (— Es 


ter — qu") (3 [< ®, (0°) sde —a®,(a)+a°®,(a) 


_2 (50 


- ] @ Zu — 2 ur). 
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Oder die Integrale über ©, und #, wieder ausgeführt; folgt 
für die Componente X der Translationskraft der 


Werth: 
3 o'(n+2)(n +3)(n +5)n!9" 
7 1. 2x'o° (2a) 2 . (n—1)(—2a) (qu — rv°) 


8  S'(n+2)(n +3)(n +B)n1S" 
mo (2a) €, _(n—1)(n —8)(— 24) 


FERIS IN VAUT EST D (n—1)__ d nt) 
15 +4 (+ DO+GE8)n1u P2Pu 2œ°u"®), 


Das Drehmoment L folgt unmittelbar aus ©: 


___a'e"(@a) © (n—1)(—2a) Cr) (n) (n) 
nn ai co US CNT 


Es verdient hervorgehoben zu werden, da dies zugleich 
der strenge Wert des Drehmomentes ist, für den 
Falleines beliebigrotierenden Elektronsmitfixen 
Mittelpunkt. | 

Die Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der unendlich 
kleinen Schwingungen um den Zustand gleichfôrmiger Rotation bei 
ruhendem Mittelpunkt sind nunmehr: 


RCE 0 7 


9) A TE 


Findet nun ursprünglich die Rotation um die Z-Achse mit 
der Geschwindigkeit © statt, so wird man zur Integration von 9) 
den Ansatz machen: 


x = aù, y = be“, 8 — ce, 


10) Dita", gi —=pe",e ra—=L10 + yet: 


Bei Substitution dieser Ausdrücke in die Gleichungen 9) treten, 
wie man leicht übersieht, gewisse Functionen von À und » auf, 
welche zunächst zusammengestellt werden môügen. Es soll gesetzt 
werden: 

£" 


2 -_ 1 
Pt Ds RO) n nl 


œ n—1 £ 
1) O0 = 22 %r9mi3mt6) ni 
® (n—ll{n—3) # _ ,S ter Le OMR 7": 
OO E Zhrpemtomtn 2% miDnr)Oti nl 
EgL Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1908. Hoft 6. 26 
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Diese Reiïhen lassen sich sofort summieren und man erhält: 
HOTSEATMANL ES 107 LE 4 
= ta) tps 


2 
LORS DE AA LL Lips 44" m2 
lia) w(z) = C4) FODATS at 


D 1H UE a #4 
HR s., COTE je JT ES 1281 
LUE CORRE * NB Re 20 
Ebenso mügen auch gleich die Abkürzungen eingeführt werden: 
2aà 2 a 
12) Le om M == = 


Dies festgesetzt, nehmen jetzt die durch Eintragen von 10) in 9) 
zu gewinnenden Gleichungen folgende Gestalt an: 


apQ)-+e10)]+ dev (GR) = 0 
aëb (k) ile (4) TC) dd 
fi Lo G)-Z #10] = 0 
ao) = 26 (16) + 515%] = 0 


20e (vo) + _. v} + Br,r(v) = 0 
pl(ve) = 0. 


Ausihnenfolgendievier verschiedenenSysteme 
von Lôsungen: 


DS AE; Lay) +ieb(4)—p(a) = 0 


Bjda —0,.b=0,.0 beliebig, EG) —p() 50) 
18 : iv, 4 (v,) 
QDa=hi 7=0 Re Hu 
2) + 5jg 
D) «=0, B— 0, y beliebig,+{#) =0. 


Es repräsentieren hiebei A) und B) Schwingungen des Elektron- 
Mittelpunktes, während die Rotation ungestôrt bleibt und gleich- 
fôrmig mit der Geschwindigkeit © um eine beständig sich selbst 
parallel bleibende Achse vor sich geht; und zwar im Besonderen: 
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A) eine Kreisschwingung mit fortwährend abnehmender Am- 
plitude, in einer Ebene normal zur Drehaxe. 

B) eine gedämpfte geradlinige Schwingung parallel zur Dreh- 
axe !). 

Es repräsentieren ferner C) und D) bloBe Rotationsbewegungen 
des Elektrons, bei denen der Mittelpunkt desselben in Ruhe bleibt 
und zwar im besonderen: 

C) eine Präzessionsbewegung der Drehaxe mit (im allgemeinen) 
beständig abnehmender Kegel5ffnung, 

D) eine gedämpft periodische Aenderung der Rotationsge- 
schwindigkeit, während die Drehaxe ihre Lage beibehält. 


Ve 
Ueber die Wurzeln der Gleichungen 14). 


Es muB noch gezeigt werden, da alle diese Schwingungen 
wirklich gedämpft sind bezw. daB die Wurzeln 1,,», der unter 
A)—D) enthaltenen Gleichungen keine negativ reellen Theile be- 
sitzen. Vorerst kann man sich leicht überzeugen, daB jede 
dieser Gleichungen überhaupt Wurzeln besitzt und 
zwar jede unendlich viele. 

Die Gleichungen haben nämlich durchwegs die Form: 


1) CA (e) "+ 9,(e) = 0, 


wo 9, (2) und g,(z) Polynome in z sind. Besäfe eine solche Gleichung 
eine endliche Anzahl von Wurzeln, so müfte: 


2) g(e)e+g,(e) = e°.9,(e) 
sein, wo g,(:) wieder ein Polynom in # ist, und (2) sich im End- 
lichen überall regulär verhält. Man hätte also, unter r,(#) und 


r, (2) gebrochen rationale Functionen von + verstanden, die iden- 
tische Gleichung : 


8) 0 = p(s)e +r, (e), 
aus der folgt: 
PE Ir(pe+r(e)|<lr(e)le"+1r, (2) 
Nun kôünnen aber stets M,n und R so gewählt werden, daB 
Ir (@l<Mlel, |r,()|<MIel, für [42 


1) Die kleinste Wurzel der zugehôrigen Gleichung B) ist bei Fortfall der 
Rotation (8 — 0), 4, — 1.325 + 10. 1965. 
26* 
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wird, und es wäre also: 


4) RA(:) <lgM.|2" A+"), |:l>2R. 

Da aber die durch |z| dividierte rechte Seite für |z| = 
die Einheit zur Grenze hat, so kann À so bestimmt werden, daf 
b) Rh(z)<A}z|, |: 2. 


Dann ist jedoch X(z) nach der Hadamard'’schen!) Erweite- 
rung des Satzes von Cauchy (daB eine überall endliche Function 
eine Constante ist) eine lineare Function von z, und hiermit geht 
2) über in: 


6) n(Dé+g(e) = eg, (e). 


Ist nun g,(:) vom mten Grade, so gibt dies »m+1 mal diffe- 
renziert: 


G, (2) ë = G, @) CA 


und da G,(2) und G,(2) sicher nicht identisch verschwinden, so 
mu æ — 1 sein. Dies ist nach 6) nicht anders môglich, als wenn 
9, (e) = 0, was aber nicht der Fall sein sollte. 

Um jetzt zu zeigen, daB die reellen Theïle der Wurzeln nicht 
negativ sein kônnen, kann man sich des folgenden Satzes bedienen: 
ist eine Function innerhalb eines Gebietes G der z-Ebene, regulär 
und eindeutig und durchläuft der Punkt Z = X+ Yi — f(2) auf 
der Z-Ebene eine gewisse geschlossene Curve C, wenn z — x+yi 
die Contour von G durchläuft, so liegen innerhalb G so viele 
Wurzeln von f(e) — 0, als die Windungszahl der Curve C um 
den Punkt z — O0 beträgt. Der Beweis mag mit Hülfe dieses 
Satzes blo8 für die Gleichang D) 

7) x (2) = 0, 

erbracht werden, während für die anderen Gleichungen bloB jene 
Eigenschaften der betreffenden Functionen kurz abgeleitet werden 
sollen, die den Beweis genau ebenso zu erbringen gestatten. 

Als Gebiet G wird man, da die Wurzeln 2 — x+yi von 7) 
conjugiert complex sind, die linke Hälfte der oberen +-Halbebene 
wählen, und sich diese begrenzt denken, durch zwei aus dem Null- 
punkt beschriebene Kreisquadranten von sehr grofem und sebr 
kleinem Radius À und ». Man hat dann also zu sehen, welchen 
Weg der Punkt X+ Yi — y(2) nimmt, wenn z die vier Be- 
grenzungslinien von G durchläuft. Nimmt man erst y — 0 und 
läft x von —co bis O0 gehen, so wandert + auf der reellen Axe 


1) E. Borel, Fonctions entières, 
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von —+ bis 0. Hätte nämlich y/(x) = 0 eine negative Wurzel, 


so müfte, da e“2*z'(x) für x — O0 sammt seinen ersten sechs 
Ableitungen verschwindet, auch der sechste Differentialquotient 
dieser Function eine negative Wurzel besitzen, Es ist aber: 

ds ad x° 


Fe @ — (2° — 24x° + 144 — 48r)e”, 


8) dx 


1(x) wächst also im Intervall —oo<x—0 monoton von ne 


bis O. Setzt man jetzt x — O0 und läft y von O nach + gehen, 
so ist hiebei stets: 


9) R=1() = F20, 
denn man kann y(yi) in der Form darstellen: 

Li) = — 24 M sin (y — m) + 2H sin ete 
9 Vs Co 7 144y — 194 


Pa yt to En 
Läuft daher z auf der positiven y-Achse, so tritt Z niemals 
in die untere Halbebene ein. Auf dem Kreisquadranten vom 


Radius À endlich hat man beliebig nahe %(z) — Lee à und 
2 
5o Die Bilder der 


beiden sind also wieder Kreisbôgen, die nicht in die untere Halb- 
ebene hineinreichen. Alles zusammenfassend, kann man den Schluf 
ziehen, da der Punkt Z = 0 auferhalb der Curve C liegt, und 
keine Wurzel von 7?) einen negativ reellen Theil 
hat. Die Gleichung besitzt auch keine rein imaginäre Wurzel, 


auf jenem vom Radius r ebenso y(:) = — 


denn, ist Y — 0, so wird X — LE Noch kann man hinzufügen, 


daB sie eine und nur eine reelle positive Wurzel hat; dies folgt 

aus der Betrachtung der Function x°y(x), deren sechste Ableitung 

(= x(a° + 12x° + 24x — 24)e*) bloB eine positive Wurzel besitzt. 
Um dieselbe Methode auf die Gleichung C) anzuwenden, hat 


2 
man sich vorher zu versichern, daB (2) +5 keine Nullstelle in 


dem zu betrachtendem Gebiet besitzt. Dies gelingt genau wie 
oben. Weil aber die Gleichung 6) nicht mehr reelle Coeffizienten 
hat, wird man als Gebiet G die durch zwei Halbkreise in ent- 
sprechender Weise begrenzte linke +-Halbebene wählen. Nun hat 


2 à 


11) 
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man aber für z — yi: 


: US 
goes os HR Sn vd 1 yY 
1 7 310 RE 
2) +55 * (x av)+r dRemetr + 


woraus wegen, YZ0 für y Z 0 folgt, daB der Factor von à nie 
negativ wird. Damis läft sich der Beweis wie früher führen. Eine 
reelle positive Wurzel kann nur für s — 0 existieren, in diesem 
Falle aber gibt es wirklich eine, nämlich die oben erwähnte von 
1(e2) =0. Für gewisse Werthe vonehatdie Gleichung 
C) rein imaginäre Wurzeln. Sie sind bestimmt, durch 
Y — 0, welche Gleichung für y — 27 in die beiden folgenden 
zerfällt : 


ni 


l+tyntgn= 3" 
12) 1 


1—nctgn = 3% 


welche, wie leicht zu sehen, unendlich viele reelle Wurzeln 


haben. Die zugehôrigen Werthe von & ergeben sich, da X — — 
wird, zu: 
am a ds LL hot 
Dir 


Bei Gleichung B) ist wieder das Verhalten der Function 
(ze) für reelle und rein imaginäre Werthe maBgebend. Daraus, 
daf hier: 
d'ate"p'(x) _ 
14) Re ns 


ist, und die früheren Ableitungen alle für.x — O0 verschwinden, 


— t(4—-xe"<0, für x <0 


kann man schlieBen, daB (x) monoton von 2 bis 0 abnimmt, wenn 


æ von —0co bis 0 läuft. Für z — yi hat man ferner: 


3 — 
Sos __ sin PT, 


— sin (y — n) — 21 


4y 
4— y? 


5 L 
p(yi) SA 3 

15) 
tgn — 


und es ist also R = pi) Z 0, je nachdem y< ist. 
29 
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Dies, verbunden mit den analogen Eigenschaften von (2) 
reicht natürlich hier wie dort zum Beweise aus. Eine rein imagi- 
näre Wurzel künnte nur existieren, wenn gleichzeitig y — n, 
y = m wäre, was unmôüglich ist. Es kann dagegen eine reelle 
positive Wurzel auftreten. Dies ergibt in gleicher Weise wie 


früher eine Betrachtung der Function DE & 4 (x) — p@)], deren 


erste 6 Ableitungen für æ — 0 verschwinden. Der sechste Diffe- 
rentialquotient nämlich hat eine positive Wurzel, wenn 8 —b 
und keine solche, wenn &* =5. Deshalb hat auch die Gleichung B) 
eine positiv reelle Wurzel für & 5 und keine für &° < 6. 

Ein wenig anders muf man bei Gleichung A) vorgehen, um 
das Zeichen des imaginären Theiles der linken Seite für 2 — yi 
zu finden. Setzt man: 


2 : 
16) f(ee) = pe)—- Text) —iev(e), 
so hat man gemäf dem von (2) bewiesenen sicher: 
17) R + (ui, 0) < 0, je nachdem y Z0. 


Wäre nun das Zeïichen von R—/(vi E) IT AYS= EYE, 


nicht mehr das entgegengesetzte von y,, so müfte die in s quadra- 
tische Gleichung : 


Rue) = 0 


eine zwischen 0 und &, gelegene reelle, einfache Wurzel & besitzen. 
Die Discriminante dieser Gleichung ist aber: 


À RL 
18) 4 = 5) -8H—pUi)R x (oi), 
und es besteht die leicht zu verifizierende Beziehung: 
Re 1 NL 
19) Roi = Rp) R x (pi). 


Es ist also: 


20) 4 = —3[w (y, i) = 0 


und daher hat die Gleichung für &, wenn nicht gerade Ry(y,1) — 0 
ist, überhaupt keine reelle Wurzel; ist aber Np(y,i) — 0, so tritt 
eine reelle Doppelwurzel auf, was dem obigen ebenfalls wider- 
spricht. Somit ist also: 

1 = O0erEyE> 0 
21) deg Ati 6) ee für y<0. 
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Wählt man dann als Gebiet G die in entsprechender Weise 
begrenzte linke +-Halbebene, so läft sich der Beweis wieder führen. 
Für eine etwa vorhandene reelle Wurzel müfte (2) — 0 sein, 
was sich vermôüge der Beziehungen: 


6 4 
as = &(x +10x+18)e >, für x > 0, 
5 5 pe all < 
Here, (haies me eo raté 20 


als unmôglich herausstellt. Auch rein imaginäre Wurzeln kônnen 
nicht auftreten. 


Güttingen, im Oktober 1903. 


Messungen der elektrischen Leitfähigkeit der 
freien Atmosphäre bei 4 Ballonfahrten. 


Von 


H. Gerdien. 


Vorgelegt durch E. Wiechert in der Sitzung am 12. Dezember 1903. 


Einleitung. 

Die luftelektrische Forschung ist zur Zeit noch weit von der 
Lôsung ihrer Hauptaufgaben entfernt: wir kennen noch nicht die 
Energiequellen, welche die Elektricitätsstrôomung in der Atmos- 
phäre unterhalten, wir wissen von Intensität und Richtung 
dieser Strômung über dem grôüBten Teil der Erdoberfläche noch 
nichts, und selbst die geringe Zahl der bisher vorliegenden Beob- 
achtungsdaten kann zur Berechnung der Elektricitätsstromung wegen 
der Unsicherheït, die der bisherigen Methode der Leitfähigkeits- 
messung anhañftet, nicht benutzt werden. In welchem Zusammen- 
hange der an dem Zerstreuungskôürper des Elster-Geitel’schen Zer- 
streuungsapparats!) beobachtete Elektricitätsverlust mit den wich- 
tigsten für den elektrischen Zustand der Luft charakteristischen 
GrôBen — specifische Ionenzahl und specifische Ionengeschwindig- 
keit — steht, ist noch nicht aufgeklärt; eine solche Aufklärung 
würde auch nur denjenigen Teil der Zerstreuungsmessungen quan- 
titativ verwerten lassen, die mit Messungen der Windgeschwindig- 
keit verbunden wurden. So ist leider das ganze mit dem Zer- 
streuungsapparat in der freien Atmosphäre gesammelte, qualitativ 
so äuBerst wertvolle Beobachtungsmaterial, quantitativ vorerst 


nicht verwertbar. 


1) J. Elster und H. Geitel, Ueber einen Apparat zur Messung der 
Elektricitätszerstreuung in der Luft. Phys. Z. 5. 1. S. 11—14, 1899. 
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Mit der Konstruktion des Aspirationsapparates zur Messung 
des Ionengehalts in der Luft durch H. Ebert!), ist nun die Er- 
forschung der Leitfähigkeit aus dem Stadium rein qualitativer Ver- 
suche in dasjenige der quantitativen Messungen hinübergeleitet 
worden — die Einführung des Aspirationsverfahrens in die luft- 
elektrische Meftechnik ist von ähnlich weittragender Bedeutung 
für dieses Gebiet, wie der Uebergang vom Induktorium zur Hoch- 
spannungsbatterie es für die Erforschung der Elektricitätsleitung 
in Gasen war. Der Ebert’sche Aspirationsapperat liefert quan- 
titativ gesondert den Gehalt an positiven und negativen Ionen in 
der Volumeneinheit ; er würde die Leitfähigkeit À = & (v,n,+v.n,) 
(e Ladung des einzelnen Ions, v,,v, spec. Ionengeschwindigkeit — 
Geschwindigkeit bezogen auf die Einheit der elektrischen Kraft, 
n,, n, specifische [onenzahlen — Anzahl der positiven bezw. negativen 
Ionen in der Volumeneinheit) bei Voraussetzung nur einer Ionen- 
art jedes Vorzeichens nur dann liefern, wenn es gestattet wäre, die spe- 
cifischen Ionengeschwindigkeiten v, und v, in der Atmosphäre in 
gleicher Weiïse als bekannt zu betrachten wie das Elementar- 
quantum der Ladung & E. Riecke?) hat darauf hingewiesen, 
daB es nicht statthaft erscheint, die in trockener und staubfreier 
Luft im Laboratorium gewonnenen Werte der specifischen Ionen- 
geschwindigkeiten ohne weiteres in die atmosphärische Luft zu 
übertragen. Schon seit März dieses Jahres beschäftigte ich mich 
mit der Konstruktion eines transportabeln Apparates, der es ge- 
statten sollte, in exakter Weise die Leitfähigkeit und wenn müg- 
lich die spezifische Ionenzahl und Ionengeschwindigkeit getrennt 
zu messen. Die Prinzipien, die mich bei der Ausarbeitung der 
Methode leiteten sowie die ersten mit diesem Apparate erhaltenen 
Resultate sind in einer Mitteilung an die Physik. Zeitschft.#) vom 
1. September dieses Jahres enthalten. 

Der Apparat stellt sich als eine Modifikation des Ebert’schen 
Aspirationsapparates dar, die es gestattet, den inneren Kôrper 
des Cylinderkondensators in meffbarer Weise auf so kleine 
Spannungen zu laden, daB bei der vom Aspirator gelieferten Luft- 


1) H. Ebert, Aspirationsapparat zur Bestimmung des Ionengehaltes der 
Atmosphäre, Phys. Ztschrft. 2. S. 662-664. 1901. 

2) E. Riecke, Neucre Anschauungen der Elektricitätslehre mit besonderer 
Beziehung auf Probleme der Luftelektricität. Denkschrift der Kommission für 
Luftelektrische Forschungen, München 1903. $S. 25. 

8) IL Gerdicn, Die absolute Messung der elektrischen Leitfähigkeit und 
der specifischen Ioncngeschwindigkeit in der Atmosphäre, Phys. Ztschr. 4. $. 
632—635. 1908. 
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geschwindigkeit der hindurchgesaugten Luftmenge im Cylinder- 
kondensator nicht alle Ionen entzogen werden, sondern nur ein 
Bruchteil. Die notwendige niedrige Spannung wird durch Ver- 
grôBerung der Kapazität des vorher geladenen Leitersystems her- 
gestellt; hierzu ist oberhalb des Elektrometers des Ebert’schen 
Apparates an den Träger des inneren Rohres des Cylinderkonden- 
sators, (der, soweit er dem Luftstrom ausgesetzt ist, von einer 
dünnen Blattfeder gebildet wird), eine variable Kapazität ange- 
schlossen. Diese besteht aus zwei Systemen konaxialer Rühren, 
von denen das mit dem Elektrometer verbundene auf einer vor 
Staub gut geschützten und getrockneten Bernsteinstütze isoliert 
befestigt ist, während das andere System parallel zur gemeinsamen 
Achse der Rôhren zwischen verstellbaren Anschlägen in meBbarer 
Weiïse verschoben werden kann. Man ladet, und liest das Elek- 
trometer ab, solange das System auf das Minimum der Kapazität 
eingestellt ist, hält dann während des Aspirationsprocesses die 
Kapazität auf einem Maximum und stellt zum Ablesen des End- 
wertes der Spannung wieder auf das Minimum ein. Vernachlässigt 
man die Abweïichungen der Stromlinien der Luftstrôomung im In- 
neren des Cylinderkondensators von der Geraden, die durch den 
Träger hervorgeworfen werden sowie die gleichfalls durch diesen 
Träger bedingte Aenderung des elektrischen Feldes zwischen den 
Belegungen des Cylinderkondensators und die Molisierung und Re- 
generierung der Ionen in diesem, so gilt 


le () 
D 2 me AL po ANT 


Fute e LS a 200 ES he 
und 


; (RARE ! 3 __y»2 
204 FANS PR REA (eme 


ace mir s 
À V4 = LE LA C, r; 


wobei V! die Anfangsspannung V'' die Endspannung, G, die mitt- 
lere Luftgeschwindigkeit, #, die Dauer der Aspiration in Sekunden, 
C, die Kapazität des Apparates bei der Bestimmung der specifischen 
Ionenzahl, und V!, V!', 4, G, C, die entsprechenden Grôfen bei der 
Bestimmung der specifischen Ionengeschwindigkeit und des Aggre- 
gats &.v,n, bezeichnen. 

Die Bestimmung von s.v,n, und &.v,n,, deren Summe die 
Leitfähigkeit ergiebt, ist also unabhängig von der Luftge- 
schwindigkeit G,, sofern diese nur so groB ist, daB bei den ge- 
gebenen Dimensionen des Apparates und der angewandten Spannung 
nicht alle Ionen der durchgesaugten Luftmenge entzugen werden. 
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Diese Bedingung ist erfüllt, wenn 
& > 40 Va 
Les 32 __ 3 
18 (2)-62— 7) 
ist; bei der Bestimmung des Ionengehalts muf hingegen die Be- 
dingung 


erfüllt sein. Die Konstanten des von mir benutzten Apparates 
waren folgende: 

1 — b0 cm, r, = 2,45 cm, r, — 0,515 cm 

C, = 389,2 cm, C, = bb3,0 cm. 


Die Fôrdermenge des Aspirators betrug 7,4 — bei einem Umlauf 


des Federgehäuses des Aspirators in 40,0 see Während der 
Messungen mu dauernd die Umdrehungsgeschwindigkeit des Aspi- 
rators kontrolliert werden, da diese und mit ihr die Fôrdermenge 
mit abnehmender Dichte der Luft wächst und ferner bei sehr 
niedrigen Temperaturen infolge Eindickens des Schmierüls im As- 
piratorlaufwerk abnehmen kann. Zur Ermittelung der Fôrdermenge 
für verschiedene Tourenzahlen des Aspirators bestimmt man diese 
zweckmäBig nach dem von Ebert angegebenen Verfahren !) aufer 
bei normal aufgezogenem Laufwerk auch bei dauernd ganz aufge- 
zogener und môglichst gleichmäfig durch Handdruck unterstützter 
und endlich bei dauernd nur ganz wenig aufgezogener Feder; aus 
den beobachteten Umlaufszeiten des Federgehäuses erhält man dann 
durch lineares Interpolieren die zugehôrigen Fôrdermengen hin- 
reichend genau. 

Für die Messung der spec. Ionengeschwindigkeit ist es von 
groBer Wichtigkeit, da der Ionengehalt sich während der Beob- 
achtungsreïhen, die bei nicdriger Spannung angestellt werden, nur 
so langsam ändert, daf es erlaubt ist, ihn als Mittel aus der vor- 
angchenden und der folgenden Bestimmung zu berechnen; ist über- 
haupt nur eine zugehôürige Messung des Ionengehalts müglich, so 
basiert die Berechnung der spec. Ionengeschwindigkeit auf der un- 
kontrollierten Annahme, daB der Ionengehalt während der Messung 
wirklich konstant war. Ich war mir bei der Konstruktion meines 


1) H. Ebert, Klcktronen-Aspirationsapparat, Illustr. Aëron. Mittign. 
1902. Ilcft 4. 
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Apparates sehr wohl dieser Unvollkommenheit der Methode be- 
wuBt, mufte aber aus äuferen Gründen von dem Bau eines ur- 
sprünglich geplanten Apparates, der von dieser Unsicherheit frei 
ist, vorerst Abstand nehmen. Wie nach den Arbeiten von Os- 
borne Reynolds!) zu erwarten war, sind die über die Strô- 
mung der Luft durch den Cylinderkondensator gemachten Annahmen 
bei den benutzten Rührendimensionen und Luftgeschwindigkeiten 
offenbar zutreffend. Ferner kann die Stürung des Feldes durch 
den Träger des inneren Cylinders keine merklichen Fehler geben, 
da die im Zimmer (bei ungeändertem Ionengehalt) ausgeführten 
Messungen der specifischen Tonengeschwindigkeit Werte ergeben, 
die gut mit den nach anderen Methoden gewonnenen spec. Ionen- 
geschwindigkeiten üibereinstimmen; die über die Luftstromung ge- 
machten Voraussetzungen werden auch durch die Arbeiten von 
H. Mache?) bestätigt. 


Die Schwierigkeiten elektrischer Messungen im Freiballon, ins- 
besondere die durch reibungselektrische Vorgänge beim Ballast- 
sandwerfen erzeugten Ballonladungen hat H. Ebert®) eingehend 
untersucht. Die Messungen des Ionengehalts werden durch die 
nach dem Ballastoeben vorhandene positive Ballonladung insofern 
gefälscht, als diese Ladung den natürlichen Gehalt an positiven 
Ionen in der Umgebung des Ballons verringert, denjenigen an ne- 
gativen vermehrt. Es stand natürlich zu erwarten, da diese 
durch schnelle Aenderungen der Ballonladung, die bei notwendig 
werdendem Ballastgeben während der Messungen auftreten, her- 
vorgerufenen künstlichen Aenderungen des Ionengehalts die Be- 
stimmung der specifischen Ionengeschwindigkeit nahezu unmôüglich 
machen würden, solange diese die Konstanz oder langsame Aen- 
derung des Ionengehalts zur Voraussetzung haben. Es war daher 
auf Vorschlag von Herrn Dr. F. Linke dafür gesorgt worden, 
daB der Ballon merkliche Ladungen nicht erwerben konnte. Dieses 
geschah bei den beiden ersten Fahrten durch zcitweiliges Ver- 
spritzen von Wasser in äuBerst feinen Strahlen mittelst eimer mit- 
genommenen Spritze, bei der dritten und vierten Fabrt durch 
dauerndes Wirkenlassen eines dicht unter dem Boden des Ballon- 


1) Osborne Reynolds, Phil. Trans. Roy. Soc. 1894. 

2) IL. Mache, Eine cinfache Methode, die Geschwindigkeit von Gasionen 
zu bestimmen, welche weder hohes Molisicrungs- noch Regencricrungsvermügen 
besitzen. Phys. Zschrft. 4. S. 717—721, 1905. 

3) IL Ebert, Ueber elcktrische Messungen im Luftballon, Beitr. z. Geoph. 
3, S. 66—86. 1903. 
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korbes angebrachten Linke’schen Spritzkollektors'). Leider trat 
bei der dritten Fahrt durch Beschädigung des Kollektors und bei 
der vierten Fahrt durch Eisbildung in dem nicht genügend 
wasserfreien, zum Betriebe des Kollektors benutzten Alkohol 
schlieflich ein Versagen der Entladungsvorrichtung ein. 

Noch eine andere Stôürung luftelektrischer Messungen im Frei- 
ballon, die bisher unbeachtet geblieben ist, scheint mit der Be- 
nutzung des bei Hochfahrten üblichen äuBerst feinem, scharf ge- 
trockneten Ballastsandes verbunden zu sein. Sobald der Ballon 
zu fallen beginnt und es notwendig wird, Ballast zu geben, wir- 
belt der vom Ballon überholte feine Sand nach oben; die ganze 
nähere Umgebung des Korbes ist in eine Sandwolke gehüllt und 
reichliche Mengen fallen in dem Korbe nieder. Wenn dann der 
Ballon infolge der Ballastausgabe wieder zu steigen beginnt, läft 
er zwar schnell die Sandwolke unter sich, doch bemerkt man noch 
nach einigen Minuten, daf die Luft um den Korb herum von feinen 
Staubteilchen erfüllt ist. Notwendig muB durch die grofe Zahl 
fein verteilter fester Teilchen in der Luft zu Ionenadsorption 
Veranlassung gegeben werden, die geeignet ist, den natürlichen 
Ionengehalt in vüllig unkontrollierbarer Weise herabzudrücken. 
Auch auf die Messung der specifischen Ionengeschwindigkeit muf 
die Ionenadsorption in stôrender Weise einwirken und sie hat 
offenbar, besonders bei der vierten Fahrt, einige Messungsreihen, 
während deren Vornahme Ballast gegeben werden mufñte, 
leider wertlos gemacht. Es soll daher versuchsweise in Zukunft 
Ballast in flüssiger Form (Wasser, Salzlôsung oder Alkohol) in 
solchen Quantitäten mitgenommen werden, dafi es müglich ist, 
wenigstens die unmittelbar vor den elektrischenMessungen und 
während derselben benôtigten Mengen in einer luftelektrisch un- 
schädlichen Weise auszugeben. Von den Resultaten, die mit meinem 
Apparat gewonnen wurden, sind die von den beiden ersten Fahrten 
wohl am wenigsten durch die vom Ballastgeben herrührenden Stü- 
rungen beeinträchtigt, da hier grober, feuchter Sand zur Verwen- 
dung kam; ebenso dürften diejenigen Messungen von der dritten 
und vierten Fahrt einwandfrei sein, die vorgenommen werden 
konnten, solange der Ballon ohne Ballastausgabe nach Erreichen 
der Prallhôhe längere Zeit eine stabile Hühenlage einhielt und 
gleichzeitig durch den noch wirksamen Kollektor etwa vorhandene 
Ballonladungen entfernt wurden. 

1) F. Linke, Ueber Messungen von Potentialdifferenzen mittels Kollek- 


toren unter besonderer Berücksichtigung von radioaktiven Substanzen. Phys. 
Zschft. 4, S. 661—664. 1903. 
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Die beiden ersten Fahrten wurden mit Unterstützung der Kgl. 
Gesellschaft der Wissenschaften von Güttingen aus unternommen, 
wobei auch besondere staatliche Mittel verwendet werden konnten, 
die durch Vermittelung von Herrn Geheimrat Riecke fiüssig ge- 
macht wurden.. Die Kosten der zweiten Ballonfahrt hatte in dankens- 
werter Weise Herr Prof. Nernst ütbernommen. Diese beiden ersten 
Fahrten konnten, da nur Leuchtgas zur Füllung des Ballons zur 
Verfügung stand, nur in geringe Hôhe fübren. Durch das Entgegen- 
kommen von Herrn Geheimrat R. Assmann war es mir mit Unter- 
stützung der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften ermüglicht, an 
zwei internationalen Ballonfahrten von Berlin aus teilzunehmen; 
es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Geheimrat Assmann auch 
an dieser Stelle für die freundliche Unterstützung meiner Arbeiten 
meinen ehrerbietigsten Dank auszusprechen. 


Resultate. 


1. Ballonfahrt, 1.—2. Juli 1903. Ballonführer: Dr. F. 
Linke, Teilnehmer: Prof. Wiechert, H. Gerdien. 

Abfahrt von Gôüttingen 1. Juli 1903, 6 h 58 min. p., Landung 
bei Butzbach (südlich von GieBen) 2. Juli 1903, 9h 28 min. a. 
Die Fahrt fand statt im Centrum eines umfangreichen Hoch- 
druckgebietes, das ganz Mitteleuropa überdeckte. In den un- 
teren Schichten herrschte noch ziemlich starke Temperaturab- 
nahme mit der Hühe, von etwa 1000—1700 m Meereshühe lagerte 
darüber eine Dunstschicht (Mischungsschicht) mit geringer Tempe- 
raturabnahme und teilweiser Isothermie, darüber wurde wieder 
ein äuferst kleiner Temperaturgradient vorgefunden. In der Hühe 
von etwa 3000 m hat nach den Beobachtungen des Berliner aëro- 
nautischen Observatoriums!) sogar Isothermie bestanden. 

Die Messungen des Ionengehalts waren während des ersten 
Teils der Fahrt (Nachtfahrt) durch die dauernd vorhandene, bald 
aufwärts bald abwärts gerichtete Vertikalbewegung des Ballons 
sehr erschwert, zumal ich wegen des äuBerst kleinen Ionengehalts die 
einzelnen Beobachtungsreihen zum Teil über einen Zcitraum von 
20 Minuten ausdehnen mufte, um überbaupt mit einiger Genauig- 
keit meBbare Spannungsabnahmen am Elektroskop zu erzielen. 
An eine Messung der specifischen Ionengeschwindigkeit konnte 
daher bei dauernd veränderlichem Ionengebalt nicht gedacht 
werden. Die gemessenen Werte der specifischen Tonenzahlen 
müssen als Mittelwerte für die vom Ballon durchschnittenen 


1) Das Wetter, 1903, Heft 8. 
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Schichten gelten und sind zum Teil vorgenommen worden, wäh- 
rend der Ballon in die Dunstschichten eindrang bezw. sie verlief. 
Erst als am Morgen des 2. Juli die Leuchtgasfüllung des Ballons 
infolge zunehmender Sonnenstrahlung langsam und stetig an Auf- 
trieb gewann und ein dauerndes, gleichmähiges Steigen des Ballons 
‘(ohne Ballastausgabe) bewirkte, konnten mit Erfolg auch Messungen 
der specifischen Ionengeschwindigkeit vorgenommen werden. 

In die Tabelle sind nur diejenigen Werte der specifischen 
Ionenzahlen und Ionengeschwindigkeiten aufgenommen worden, die 
als merklich unbeeinfluft von den oben erôrterten Stôrungen 
gelten künnen. 


Zi Hôhe über | Ilonengehalt in | Spec. lonenge- h 
Set dem Meere inlelektrostatischen |schw.i. cm/sec.im|R el. Feuch-| Bemerkgn. 
1. Juli 1903) Metern _[Einheiten pr. cbm| Feld v.1Volt/em tigkeit 
85045 | 700-500-1000 + 0,17 | S æE 
11#-12% | 500-650 — 0,16 | 60 %o — 
2. Juli 1903 
nl TA Done mul PSN UON SR 
1255.58 | 1250-1000 | + 0,22 (A 
0, | Dunst- 
458.448 | 1300-1400 . + 0,10 66 °/0 “hihi 
: Ob. Rand d. 
510,-%, | 1660-1800 |  — 0,43 84e [nas 
Ueber d 
548 Gus 1900-2000 | +0,43 _40 ‘he 
694-612? | 2000-2100 + 1,70 50 °/o à 
6:#-6% | 2100-2200 |  — 1,08 60 ‘0 À 
65%.-6% | 2200-2250 — 2,12 60 °/o ; 
LRU SUR NE AR ME VU | Dunstsch. 
pre, | 2400240! +087 |. ne. 
85-810 2400 + 0,86 44 0 > 
81.819 | 2400 — 1,09 = : 


Die Tabelle zeigt deutlich die Einwirkung vorhandener Adsorp- 
tionskerne auf die specifische Ionenzahl: während der Ionengehalt 
in der Dunstschicht sich nur auf etwa ?/10 elektrostatische Ein- 
beiten im cbm erhebt, wächst er schon am oberen Rande der 
Duns tschicht auf etwa das Doppelte an, um dann über der Dunst- 
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schicht sogar etwa eine elektrostatische Einheit im cbm zu erreichen. 
Die Luft war auch hier noch merklich getrübt, offenbar lagerte 
über der unteren ziemlich dichten Dunstschicht noch eine zweite, 
erheblich weniger dichte. Bemerkenswert ist der über der dichten 
Dunstschicht gefundene UeberschuB an negativen Ladungen, der 
wohl dem Umstande zuzuschreiben ist, daB in der oberen Grenze 
der Dunstschicht die während der Nacht unter der Wirkung des 
normalen Potentialgefälles eingewanderten positiven Ionen durch 
Adsorption festgelegt worden waren und daB so in dem über 
der Dunstschicht liegenden Bereich von geringerer Konzen- 
tration der Adsorptionskerne zur vorzugsweisen Ansammlung ne- 
gativer Ionenladungen Anlaf gegeben werden mufte. Als die 
Dunstschicht sich in den Morgenstunden aufzulôüsen begann, nahm 
auch ihre Wirkung auf den Ionengehalt der darüber befindlichen 
Schichten ab: das Verhältnis der negativen und positiven Ionen- 
ladungen nähert sich mehr der Einheit. Die Ansammlung positiver 
Ladungen in der oberen Grenze der Schicht von Adsorptionskernen 
konnte durch die von Herrn Dr. Linke ausgefübrten Messungen 
des Potentialgefälles !) bestätigt werden. Die beiden oberhalb der 
Dunstschicht erhaltenen Werte der specifischen Ionengeschwindig- 
keit zeigen das normale Verhältnis, die Geschwindigkeit der ne- 
gativen Ionen ist grôBer als die der positiven; sie ergeben auf 
Atmosphärendruck reduziert 1,36 bezw. 1,48 cm°/sec. Volt. Der erste 
Wert stimmt recht gut mit den unter normalen Verhältnissen am 
Erdboden erhaltenen Zahlen*) überein, der zweite erscheint etwas 
zu klein, doch dürfte es nicht erlaubt sein in dieser Abweichung 
eine unmittelbare Einwirkung der Lufttrübung auf die specifische 
Ionengeschwindigkeit zu erblicken. Vielmehr dürfte diese Ab- 
weichung sich einfach aus einer unkontrollierbaren Aenderung des 
Ionengehalts während der mit geringer Spannung vorgenommenen 
Beobachtungsreihe erklären, die bei der Berechnung der speci- 
fischen Ionengeschwindigkeit nicht berücksichtigt werden konnte. 

2, Ballonfahrt. Abfahrt von Güttingen: 2. August 1903, 
10h 50 min. a., Landung bei Güsten 2 h 20 min. p. Ballonfübrer: 
Dr. Linke, Teilnehmer: Prof. Wiechert, Prof. Nernst. 

Die Fabrt fand unter äuBeren Umständen statt, die für luft- 
elektrische Messungen recht ungünstig sind; noch am Vortage der 


1) Herr Dr. Linke wird über die Potentialgefäülle-Messungen im Zusam- 
menhang mit einer eingehenden Darstellung der meteorologischen Verhältnisse 
gelbst berichten. , 

9) J. Stark, Die Elektrizität in Gasen, Leipzig 1902. S. 254 n. ff. (v, — 
1,86—1,37, v, — 1,51—1,87). 

Kgl. Ges, d. Wiss, Nacbrichten. Math.-phys. Kl. 1908. Heft 6. 27 


Zeit 


392 H. Gerdien, 


Fabrt war regnerisches, stürmisches Wetter gewesen, sodaf die 
Fabrt, die schon für den 1. August geplant war, aufgeschoben 
werden mufte. Auch an den folgenden Tagen war vielfach stür- 
mische Luftbewegung bemerkbar!). Die Ballonfahrt fand bei cy- 
klonaler Wetterlage statt; in den unteren Schichten war der adia- 
batische Temperaturgradient schon am Vormittag ausgebildet, so 
daB sehr bald Cumulus-Bildung eintrat, der in grôBerer Hôhe eine 
Altostratus Decke folgte. Der Ballon geriet zeitweise in eine 
Cumulus-Wolke hinein, auch wurde das Ende der Fahrt vorzeitig 
dadurch herbeigeführt, daB der mit Niederschlägen belastete 
Ballon in seinem Fall nicht mehr gehemmt werden konnte, und die 
Landung im absteigenden Luftstrom einer Regenbôe erfolgen muñte. 
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Die Messungen des Ionengehalts und der specifischen Ionen- 
geschwindigkeit hatte Herr Prof. Wiechert übernommen. 

Der Ionengehalt ergiebt sich nahezu von der gleichen GrôBe 
wie der bei der ersten Fahrt oberhalb der Dunstschicht vorge- 
fundene; der Gleichheit der Werte für beide Vorzeiehen ist keine 
besondere Bedeutung beizumessen, vielmehr wird infolge des leb- 
baften Wechsels zwischen Kondensation und Verdampfung der sich 
in der unmittelbaren Nachbarschaft des Ballons abspielte, wahr- 
scheinlich der Ionengehalt auBerordentlich schnell geschwankt 
haben. Natürlich haben die unter solchen Umständen gewonnenen 
specifischen Ionengeschwindigkeiten nur insofern Wert, als sie 
zeigen, daB auch in solchen Gebieten stürmischer Kondensation 
und Verdampfung die specifischen Ionengeschwindigkeiten nicht 
wesentlich von der GrüBenordnung der unter normalen Verhält- 
nissen beobachteten Werte abweichen. Dal die specifische Ionen- 
geschwindigkeit der positiven Ionen hier grüBer gefunden 
wurde als die der negativen, ist natürlich auch eine Folge der 


1) In Berlin zerplatzte der Ballon ,Meteor“ des aëronautischen Observato- 
riums wäbrend der Vorbercitungen zur Abfahrt. 
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schnellen Aenderungen des Ionengehalts und hat keine principielle 
Bedeutung ; die beiden hier angegebenen Werte für die specifische 
Tonengeschwindigkeit konnten ja nicht einmal auf Grund einer In- 
terpolation des Ionengehalts berechnet werden, da für den Ionen- 
gehalt jedes Vorzeichens nur je eine Messung erhalten wurde. 
Weitere Messungsreihen wurden durch die oben erürterten 
äuBeren Umstände, die zur schnellen Landung nôtigten verhindert. 
Auch aus den Messungen des Potentialgefälles, die auch bei dieser 
Fabrt Herr Dr. Linke ausgeführt hat'), geht hervor, wie aufer- 
ordentlich turbulente Vorgänge luftelektrischer Natur in Verbin- 
dung mit den Kondensations- und Verdampfungserscheinungen sich 
in der Nachbarschaft des Ballons abspielten — wurde doch ein 
plôtzlicher Vorzeichenwechsel des elektrischen Feldes beobachtet, 
das anfangs kleine positive (normale) Werte zeigte und dann zu 
unmefbar groBen negativen Werten umschlug. 

3. Ballonfahrt. Abfahrt von Berlin, Uebungsplatz des 
Luftschiffer-Bat., 1. Okt. 1903, 8 h 05 min. a. Landung bei Har- 
melsdorf, Kreis Dt. Krone (Westpreufen) 6h 15 min. p. Ballon- 
führer Dr. H. Elias, Teilnehmer H. Gerdien. 

Seit mehreren Tagen stand Deutschland unter dem Einfluf 
einer sehr stabilen Wetterlage; hoher, gleichmäfig verteilter Druck, 
dessen Centrum über Südosteuropa lagerte, beherrschte die Wit- 
terung in Centraleuropa, während Depressionen ihre Lage nur 
über Westeuropa behaupten konnten. Noch am Morgen der Fabrt 
zeigte die Witterung die Charakteristika der stabilen Anticyklone, 
doch deuteten in den grôfiten Hühen erscheinende Cirren den bal- 
digen Eintritt eines Wetterumschlags an, der in der Tat durch 
Hereindringen einer Depression von Norden her am Tage der 
Fahrt eingeleitet wurde und am 2. Oktober mit Regen und Wind 
wirklich eintrat. Die Stabilität der Wetterlage in den letzten 
Septembertagen war begründet in dem Verlauf des vertikalen 
Temperaturgradienten”), wie er durch die Arbeiten des Berliner 
aëronautischen Observatoriums festgestellt wurde: in den unter- 
sten 500 m isothermer Verlauf und zeitweise vorhandene Tempe- 
raturumkehr, darüber eine äuBerst kleine Temperaturabnabme bis 
2000 m Hôübe. Doch schon am 30. September rücken die Isother- 
menflächen einander näher und am 1. Oktober herrscht nur noch 
in den untersten Schichten Temperaturumkebr, die bei etwa 500 m 
Hôhe durch eine Isothermie hindurch in eine ziemlich gleichmäfige, 


1) Herr Dr. Linke wird über diese Messungen, sowie über die meteoro- 
logischen Verhältnisse selbst berichten. 
2) Das Wetter. 1903, Heft 10, 
27* 
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sich schon dem adiabatischen Gleichgewicht nähernde, Temperatur- 


abnahme übergeht. 


In Anbetracht der stabilen anticyklonalen 


Witterung der vorangegangenen Tage wird man auch für den 1. Ok- 
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tober noch schwach absteigende Luftbewegung in der Hôhe an- 
nehmen dürfen. Da der Ionengehalt selbst in der Maximalhôühe, 
die der Ballon erreichte, noch weit unter einer elektrostatischen 
Einheit im cbm blieb, ist wohl der Gegenwart von Adsorptionskernen 
zuzuschreiïben, deren schichtenfürmige Anordnung sie auch dem Auge 
des ungeübten Beobachters bemerkbar gemacht hätte, selbst wenn 
sie sich nicht in der vertikalen Verteilung der relativen Feuchtig- 
keit und durch merkliche Aenderungen der Windgeschwindigkeit 
verraten hätten. 

Der am Morgen der Fahrt im Garten des aëronautischen Ob- 
servatoriums gemessene Jonengehalt war infolge des auf der Erd- 
oberfläche liegenden Nebels sehr klein; er betrug 0,09 elektrosta- 
tische Einheiten für die positiven und 0,06 für die negativen Ionen, 
zeigte also den am Erdboden normalen Ueberschuf an positiven Ionen. 

Die beiden ersten Messungen des Ionengehalts zeigen noch 
einen geringen Ueberschuf an positiven Ionen, die nächsten 4 
Messungen lassen den Einfluf der Dunstschicht erkennen, die ver- 
mutlich an ihrer oberen Grenze positive Ionen durch Adsorption 
gebunden hielt. Die Messungen in etwa 3770 m Hühe zeigen trotz 
des Versagens der Entladungsvorrichtung einen erheblichen Ueber- 
schuB an positiven Ionen; vielleicht ist der Grund für diese Er- 
scheinung in Ionenadsorption zu suchen, die während der Messung 
des Gehalts an negativen Ionen noch stärker wirksam war als 
wäbhrend der 15 Minuten später vorgenommenen Messung des Ge- 
halts an positiven Ionen, da unmittelbar vor der ersteren reich- 
liche Ballastausgabe stattgefunden hatte. Die beiden letzten 
Messungen des Ionengehalts sind offenbar infolge einer vom Ballon 
erworbenen positiven Ladung gefälscht und wahrscheinlich beide 
infolge Ionenadsorption an dem im Korbe und seiner Umgebung 
herumwirbelnden Staub zu klein. 

Die Versuche die spec. Ionengeschwindigkeit in der Dunst- 
schicht oder in unmittelbarer Nähe derselben zu messen, haben in 
mehreren Fällen zu Werten geführt, die nach dem Gasdruckgesetz 
unwabhrscheinlich sind. Auch die Messungen in etwa 3700 m Hühe 
sind wegen der reichlich erfolgten Ballastausgabe wahrscheinlich un- 
brauchbar. Die in der Maximalhôühe gewonnenen Zahlen zeigen die 
grôBere specifische Geschwindigkcit der negativen Ionen und er- 
geben auf Atmosphärendruck reduciert 2,01 bezw. 1,91, d. h. sie 
sind beide etwas grüBer !) als dem Gesetze der Proportionalität 
der specifischen lonengeschwindigkeiten mit dem reciproken Wert 
des Gasdruckes entsprechen würde. j 


1) Vergl. J. Stark, L c. 
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4. Ballonfahrt. Abfahrt von Berlin, Uebungsplatz des 
Luftschiffer-Bat. 5. November 1903, 8 h 24 min. a. Landung bei 
Neudorf, nahe Leobschütz (Oberschlesien) 4h 42 min. p. Ballon- 
führer: Dr. H. Elias, Teilnehmer: H. Gerdien. 

In den ersten Novembertagen lagerten über West- und Ost- 
Europa Hochdruckgebiete, die durch eine flache, nord-südlich ver- 
laufende Furche niedrigeren Druckes über Deutschland getrennt 
waren; der Norden Europas stand unter der Herrschaft einer De- 
pression, die am 5. November das ôstliche Hochdruckgebiet etwas 
zurückdrängte und ihren Einflu8 weiter nach Süden in stärkerer 
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Bewülkung und stellenweise in Niederschlägen geltend machte. 
Schon in 400—500 m Hôhe bildeten sich am Morgen der Fabrt auf 
dunstigem Untergrunde kleine Cumuli, in etwa 1400 m Hôhe drang 
dann der Ballon in eine ziemlich geschlossene Strato-Cumulus- 
Schicht ein, aus der er bei etwa 1650 m Hôühe wieder heraus- 
tauchte, um nun bei vüllig wolkenlosem Himmel weiter zu steigen. 
Unter der Strato-Cumulus-Schicht wurde nahezu adiabatische Tem- : 
peraturabnahme vorgefunden, in der Schicht bestand eine geringe 
Temperaturumkehr, die über der Schicht wieder einer ziemlich 
gleichmäfig sich bis in die erreichte Maximalhôhe von 7180 m er- 
streckenden Temperaturabnahme von im Mittel etwa, 0,57° auf 
100 m Hôühe Platz machte. Es herrschte also in den grôüBeren 
Hôhen noch immer eine verhältnismäBig stabile Wetterlage, sodaf 
auch für diese Fabrt wobl der SchluB auf einen absteigenden Luft- 
strom gerechtfertigt erscheinen dürfte — denn offenbar hatte die 
Depression nur in den untersten Schichten ibre Herrschaft antreten 
kônnen. Der am Boden morgens gemessene Ionengehalt erreichte 
wieder noch nicht t/10 Einbheit für jedes Vorzeichen. 

Ueber der Strato-cumulus-Schicht zeigt der Ionengehalt wieder 
wie über den Dunstschichten deutliche Unipolarität im Sinne einer 
positiven Ladung der oberen Genze der Adsorptionsschicht; diese 
Unipolarität ist noch merklich in etwa 3600 m Hôhe. Diese Mes- 
sungen künnen als ungestürt gelten, da der Kollektor in gewünschter 
Weise wirksam war und erst nach den beiden ersten Messungen 
des Ionengehalts Ballastausgabe erfolgte. Dagegen ist die in etwa 
5500 m Hôhe beobachtete Unipolarität hôchstwahrscheinlich einer 
positiven Ladung des Ballons zuzuschreiben, da die Entladungs- 
vorrichtung leider versagte, und trotz aller Bemühungen nicht 
wieder in Gang gesetzt werden konnte. 

Das Vorhandensein einer Ballonladung geht auch aus den 
Messungen zur Bestimmung der specifischen Ionengeschwindigkeit 
hervor, wo einmal bei geringerer Spannungsdifferenz im Cylinder- 
kondensator ein grôBerer Spannungsabfall beobachtet wurde, als 
bei grüBerer Spannungsdifferenz, sodaf die Berechnung der speci- 
fischen Ionengeschwindigkeit ein sinnloses Resultat ergeben würde. 
Auch in der grüften Hôhe sind die Messungen durch die grofen 
Ballastmengen, die zur Erreichung dieser Hôhe geopfert werden 
muften, vermutlich vüllig unbrauchbar gemacht, zumal auch 
währen d der Messungen noch Ballast gegeben werden mufñite. 

Die beiden in etwa 8500 m Hôühe gewonnenen Werte der spe- 
cifischen Ionengeschwindigkeit sind wahrscheinlich merklich unge- 
stôrt. In etwa 2500m ist nur die Messung der specifischen Ge- 
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schwindigkeit der negativen Ionen gelungen, da das Elek- 
troskop bei der entsprechenden Messungsreihe für das andere 
Vorzeichen auf unaufgeklärte Weise entladen wurde. 


Ergebnisse und Ausblicke. 


Der Ionengehalt hat im allgemeiïinen keine erhebliche Zunahme 
in der Hôhe erkennen lassen und hielt sich fast bei allen vier 
Fahrten unter einer elektrostatischen Einheit im cbm. Dieses Re- 
sultat steht in guter Uebereinstimmung mit dem von G. Lüde- 
ling'), der auch die eigentümliche Unipolarität in dem Ionenge- 
halte der einer Adsorptionsschicht benachbarten Bereiche fest- 
stellen konnte. 

Die erfreulichsten Resultate scheint das Zusammenwirken 
zweier luftelektrischer Beobachter zu versprechen, wofür 
die erste und zweite Fabrt Zeugnis ablegen. Es konnte so die 
in der Atmosphäre vorhandene elektrische Vertikalstrômung, wenn 
auch vorerst nur ungenau infolge der noch immer bestehenden 
Unsicherheit in der Messung der Leitfähigkeit, so doch wenigstens 
der GrôBenordnung nach zum ersten Mal in der freien Atmos- 
phäre bestimmt werden. Benutzt man die von Herrn Dr. Linke 
bei der ersten Fahrt gemessenen Werte des Potentialgefälles und 
die gleichzeitig gemessenen Leitfähigkeiten zur Berechnung dieses 
Vertikalstromes, so ergiebt sich 107% bis 107 Amp./cm*, ein Wert, 
der mit dem direkt an der Erdoberfläche von H. Ebert*) galvano- 
metrisch gemessenen gut übereinstimmt. 

Die Messungen der specifischen Ionengeschwindigkeit haben, 
soweit sie einwandfrei erscheinen kônnen, die Zunahme derselben 
mit der Hôhe ergeben; ob erhebliche Abweichungen an dem Gesetz 
der umgekehrten Proportionalität mit dem Gasdruck in der At- 
mosphäre vorkommen, läfit sich noch nicht entscheiden und muñ 
durch genauere MeBmethoden untersucht werden. 

Die crhaltenen Ergcbnisse zeigen die vorerst unüberwind- 
liche Schwierigkeit, bei luftelektrischen Messungen im Freiballon 
wirklich stôrungsfreie Aufschlüsse über den natürlichen Ionenge- 
halt und dic specifische Ionengeschwindigkeit zu erhalten, solange 
man auf dic bisherige Technik des Ballastgebens angewiesen ist. 


1) H. Lüdeling, luftelektrische Zerstreuungs- und Staubmessungen auf 
den internationalen Ballonfahrten vom 2, April und 7. Mai 1903. Ill. aëron. 
Mittlgn. 1903, Heft 10. 

2) HW. Ebert, Galvanometrische Messungen des elcktrischen Ausgleichs 
zwischen den Ilonenladungen der Atmosphäre und der Ladung der Erdoberfläche, 
Phys. Zscbrft. 3, S, 858—339. 1902, 
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Ferner macht sich das Bedürfnis nach einer Methode zur Messung 
der specifischen Ionengeschwindigkeit geltend, die unabhängig ist 
von der schwer erfüllbaren Voraussetzung der Konstanz oder 
langsamen Aenderung des Ionengehalts. 

Eine solche Methode ist in der Tat durchführbar; wenn man 
die bei der jetzigen Anordnung zeitlich getrennten Messungen 
gleichzeitig ausführt, indem man am zweckmäfigsten dem 
gleichen Lufstrome zunächst in einem Cylinderkondensator mit 
schwachem Felde einen mefbaren Bruchteil seines Ionengehalts 
entzieht und dann in einem zweiten Cylinderkondensator mit hin- 
reichend starkem FKelde den noch vorhandenen Rest des 
Ionengehalts bestimmt. Aus den in diesen hintereinander wir- 
kenden Feldern abgeschiedenen Elektricitätsmengen erhält man die 
specifische Ionengeschwindigkeit und den Ionengehalt gesondert 
und erstere unabhängig von Aenderungen des letzteren. Ein nach 
diesem Prinzip konstruierter, transportabler Apparat ist seit 3 
Monaten in Auftrag gegeben und geht seiner Fertigstellung ent- 


gegen. 
Güttingen, Geophysikalisches Institut. 
Dezember 1908. 
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